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Prefácio 


L 


Oecorrídos 15 anos de seu tangarnento, estamos apresentandü uma nova 
e revisada edí$áo do Curso tae EstatistíGa. 

Aproveitando as cntícas e sugestoes envtadas por colegas de todo o pais. 
bem como nossas experíéncias na condugáo de cursos de Estatística, cremos 
poder oferecer um livro-texto que atenda profesaores e alunos de urrr prfmeira 
:urso univers itárío de Probabilfdade e Estatística. 

Nossa preocupagáo íoi a de produzir um texto claro e compreensívei 
sobre probabilidades e esíatistica. maniendo caracterfeticas emrnentemente di- 
dáticas. 

Esta nova versáo está fundamentada no aumento da quantídade de exer- 
cfcios resoividos e propostos e no iratarnentD de outros métodos esíatisticos 
que náo fiüeram parte das edipoes anleriores. 

Cada capituio lnicia-se corr uma exposipáo objeiiva do assunío indicado, 
solüpác de exemplos e pnoposipao de e^ercícios cuias respostas se encontram 
no finai do íivro. 

Os quatro primeiros capilulos dedicam-se sq estudo das probabiiidades, 
vaiiáveis aleatórias. modelos de distribuigáo dlscreías e contí'nuas de probabi- 
üdades. 

A Estaiístíca Descritiva é detaliiada no Capitufo 5, énquarrto os Métodos 
scbre Inferéncia sao apreseniados no$ Capituloe 6, 7, B e 9. 

0 Capituto 10 é dedicado eo íratamento de testes e provas nao paramé' 
tricas. Assunto, particutarmeme, interessante aos estudante e pesquisadores 
das areas de humanidades. 



ia 













A Análise da Vanáncia: hipóíeses, fundameníos e principais modeics sáo 
expficados no Capítuio 11. 

Para auxítio ao Eeitor sáo apresentadas r no final do livro, as pnncipais 
labelas estatisticas, que também constituem arrexo útil para consultas em aulas 
de exercícios e avaiiagóes. 


Os Auíores 
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CÁLCULO DAS 
PROBABILIDADES 


INTRODUQÁO 

as vezes que se estudani íenomenos ds observapáo, cumpre-se 
J o próprio fenómeno e o modelo maiemático (deLermínístico ou pro- 
h que molhor o explique. 

fenómenos estudados peía Estatistsca sáo Tenómenos cujo resuitado, 
errt ccndigoes normais de experimeníapáo variam de uma observacáo 
rs. cifÉcultando dessa maneira a previáSo de um resuttado futuro. 

; expiicagáo desses fenómenos - fenómenos ateatános - adota-se 
9 matemático probabiíistico. Neste caso. o modeb utilizado será o 
5 DAS PRÜBABILIDADES. 


lRACTERIZAQÁO DE UlVl EXPERIMENTO ALEATÓRIO 

de se entender melhor a caracterizagáo desses experimentos. con- 
o que há de comum nos seguintes experimentos: 

E Retirar um'a carta de um baralho com 52 carlas e observar seu 
“náipe\ 

E 2 Jopar uma moeda 10 vezes e observar o número de coroas 
obtidas. 


£ : : Reíirar com ou sem reposigáo, bosas de uma uma que contém 
5 bolas brancas e 6 pretas. 

Joqar um dado e observar o número moslrado na face de 
cima. 


ís 










E$: Cóntar o núrrierQ de pegas defeituosas da producao diána da 
máquina A. 

A análise desses expGrimentos revela: 

a) Cada experimento poderá ser repetido indefinidamente sob as mes- 
nias condicoes ; 

b) Náo conhece um particuEar valor do experimentQ "a priori". porém 
pode-se descrever tüdos os possíveis resultados - as possibiiidades; 

c) Quandc o experímento tor repetido um grande número de vezes sur- 
girá uma regulandade, isto á, haverá uma estabilidade da íragáo 

/- r (freqüéncia relativa), em que n é o nümero de repetiqdes e ro 

número de sucesaos de um particolar resultadc esíabelecido anias da 
realizagáo. 

Assim, 



Comc vai se ver mais adiante, a característica (c) é de fundamental 
impürtáncia para a avaliagáo da probabilidade de um certo evento. 


1.3 ESPAQO AMOSTRAL 

Definicáo: Para cada experimento aleatório E, define-se Espago Amostral S 
o conjunto de todos os possiveis r&sultados desse experimenío, 

Exemplos: 

a) Considere-se o experimento 

E = jogar um dado e observar o n° da face de cima. 
entáo. S - f1 f 2 f 3 r 4, 5 f 6} 

bj Seja E: jogar duas moedas e observar o resultado. 
entáo, S = {(c, c). {c, k), (k, c), {k, ft)} 
em que c = cara e k = coroa. 


1G 








Observe que serído S um conjunto, poderá ssr ünito ou tnfinito 
Neste capítuio serso consitíerados apenas conjuntos finiios. 

1.4 EVENTO 

Definigáo evenila é um conjunto de resultadps do experírnento, em termos 
de conjurrtos, é um subconjunto de 5 Em particulsr. 5 e o ícon- 
junto vazio) sáo eventos, S é chtc o evento oerto e iji o evenio 
impossiveJ. 

Usando as operagóes com conjuntos, pcdem-se formar novos eventos. 
Assim; 

f) A 8 > é o eventp quo ocorre se A ooorre ou B ocorre ou 

ambos ocorrem; 

II) A n B > é o evenro que ocorre se A e B ocorrem; 

Nl) A -> é o evento que ocorre se A náo ocorre. 

Esemplos: 

a) Seja o experfmento E: jogar írés moedas e observar os resul- 
tadós; 

Sr;5o: S- ((c, c. 0, (c, c, k), {k, s, c), (C. k c), {k. k. K), (k. k. d), (k. a. k). 

{c. k. k}¡ 

Seja A o evento: ocorrer peio menos 2 caras. 

Entáo, A = {(c, c, c). {c. c. k), (c f k, c), \,k, c t c)} 

b'- Seja □ experimenfo £ langar um dado e observar o número 
de cima, 

Entáo S = \ 1, 2. 3. 4, 5. 6} 

Seja B o evemo: ocorrer múltiplo üe 2. 

Entáo, B = {2, 4, 6} 

5endo S espago amostral finito, com n elemenios podmse verificar que 
fomeca o número total de eventos extraídos rie S 

5 EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSIVOS 

Ocís eventos A e B sác denominados mutuamente exclusivos. $e eies náo 
ú&btt, ocorrer sirnultaneameníe, isto é, A n B 
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Exemplo: E: jogar um dado e obsen/ar □ resultado, 

S={ 1, 2,3, 4, 5, 6} 

Sejam os eventos: A = ocorrer n- par T e 

B - ocorrer n Q ímpar. 

Entáo, A - {2, 4 r Sj e B = {1, 3 r 5}, 4 n B 

A e B sáo mutuarriente excsusivos, pois a ocorrénda de um número par 
e impar náo pode ser verifícada como decorréncia da mesma experíéncia. 

1.6 DEFINIQÁO DE PROBABILIDADE 

Dado um experimento aleatório E e S o espago amostral, probabiiidade 
de um evento A — P(A) — é uma tungáo definida em S que associa a eada 
evento um número rea!, satisfazendo os sequirrtes axiomas: 

I) 0 ^ P(4) =s i 

II) P(S) = 1 

LLÍ) Sb A e B forem eventos mutuamente exdusivos, {A n B- 0). 
entáo P(A u B) = P(A) + P(B) 

1.7 PRINCIPAIS TEOREMAS 

1. Se ú é □ conjunto vazio, entáo P(d) = 0 

DemonstraQáo: 

Seja A um evento quatquer. 

/lef sáo disjuntos, pois A n $ = * 

P(A U = P(4) + P(p) por IIl. 

P(d) = P(A) + P{ q>) pois 4 u 4 = A 

Portanto P (q>) = 0 

2. Se A ' é o compEemento do evento A, entáo P (Á ) = 1 - P(A) 

Demonstragóes: 

Pode-se escrever S^uÁ (Veja o diagrama’). 
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cra. A n A = o fsao rríutuamsnt© exdusivosj 
r ¿ u Á) = P(A) + P{Á) 

P[S)= P(A) + P(Á) 
t = P(A) + P{Á) por II. 

Logo: P(Á) = 1 - FM) 

Se ¿ r_ e, entáo F(^) í? P(8) 

smonstra^áo: 

Pode-se escrever 8 - A u n B) 

ora, A e (Á n fí) sáo mutuamente exclusivos. 

Logo, P(B) = P(A) + P\A n B) 

P i.Á nfl) = F(B') - F(4J 
P(B) ™ F(/4) 0 por í 

Portanto. F(/t) € P{B). 



leorema da soma: S e A & B sac dois eventos quaisquer, entáo 
P(A u B) = P(¿) + P\B) - P{A n B ) 






Demonstragáo: 


a) A e B sao mutuamente exclusivos P {A n B) = 0 rscai-se no aKioma !IL 

b) Para o caso em quo A n B * <}5. 

Os eventas Ae(Á n B \ sáo mutuamente exclusivos. Logo, peio axsoma 
lll: PIA u (A n B)] = P{A u B)= P\A) + P(A n B). Mas L 8 é a 
uniáo dos eventos mutuamente exglusivos ¡B n A) e (B n Á); logo 
P(S) -P(/inB) + F(Á n B). 

Subslituintío o valor de P¡/A n B) = Pffí) — PM n fl) na expressáo 
anterior resulta: 

P(A u B)= P(A ) 4. P{B) - F(/l n B) 

Corno exercício, o lettor poderá provar o teorema acima para trés eventos: 
PiA u S u C) = PM) + P(B) + F(C) - P(4 n B) - P(A n C) - 
- P(B n C) + P(d n fín C) 


Sugestáo: íaca A u B u C = (4 u B) u C e aplique o teorema da soma, 

Note-se que, apesar de se ter postulado a existéncia do nümero P(A) e 
de várias propriedades (teoremas) que essa número possui, nada foi dito quan- 
to a maneira de se calcuíar P(A)~ Para esse cálculo, devem ser feitas certás 
suposígóes adlcionais que conduíem a um método de avaííagáo da probabiEi- 
dade. porém, se easas suposJgfies náo forem fundamentadas; precisa-se re- 
correr á experlmentagáo a fim de se encontrar o valor de P(4). 

A f (freqüéncia reiativa) sorá de grando vaiia para aproximar o cálculo be 
P (A). Note-se que náo se está afirmando que f A é a mesma corsa que P (A) r 
Qontudo. mesmo q.ue a aproximagáo for muito grosseira, em rsada abalará a 
lógica do modeto estabeiecido acima. 


1.8 PRO0AB1UDADES FINÍTAS 

DOS ESPAgOS AMOSTRAfS FINITOS 

Seja S um espago amostrai finíto S = {a 1( a 2 , Considere-se o 

evento íormado por um resultadc simples A = (a.|, 

A cada evento simples {ajj assoda-se um número p¡ denominado proba- 
bilidade de satisfazendo as seguintes condlgóes: 

a) p ( . ^ 0 i - 1, 2 t n 

b) p t + P 2 + P 3 - - + P n “ 1 

A probabilidade P (A) de cada evento composto (mais de um eíemento) e 
eníác definida peía soma das probabiiidades dos pontos de A. 
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kopto Trés cavalos, A, S e C. estáo em uma corrida: A tem duas vezes 
mais probabilidadG de ganhar que 8. e 8 tem duas vezes mais 
probabiSidade de ganhar qua C. 

Ouais sác as orobabflfdades de vitória de cada um, jsto á; P{A), Pf B) e 

-aca P(C) - p ctesde que 8 tem d'uas vezes majs probabílidades de 
ar pue ¿, P(Sj = 2p e assim P(A) = 2 P{B ) - 4p. Como a süma das 
trdades é 1, entáo: 

p + 2p + 4p » 1 ou 7p = 1 ou p = | - 


_Dgo, temos 

P.(A) = 4p = * : P(B) = 2 p = ^eP(Cl p = " \ 

C'jal seria a probabilidade de B ou C ganhar? 

P(A u B) P(A) + P(fí) axioma lii com >4 n 8 - o 
n P(S u G»= Pt8)+ P(C) = | * ’ = |« 


ESPAgOS ANIOSTRAIS FINITOS EQUIPROVÁVEIS 

Üuando aa associa a cada ponto amostrat a mesma probabilidads, o e$- 
amostrál chama-se equiprovável ou L'iniícrme. Em parlicular, se S conrem 

■j 

>s entáo, a probabslidade de cada ponto será 

Pcr outrü fado, se um evento A contém rpontos, emao: 

fi ' 


P(A) = r ‘ 


n 


£ 

n 


Este método de avaliar P{A) é íreqüeníemente enunciado da seguints 


p * _ n e de vez es em que o gvento A pode oeorrer 
' _ n a de vozes em que o Éspapó Amostral S ocorre 


PiA) = 


tj.C.F (n- de casos favoráveisi 
N.T.C. (n 5 total de casost 
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Exemplos: 

I) Escolha aleatoríamente {a expressáo '’aleatória" nos iodicará que o 
espa^o é equiprovável) uma carta de um baratho com 52 cartas. 

Seja: A = (a carla é de oaros} 

B = {a carta é uma ftgura} 

Calcular P(A) e P(B), 


p m = 


n° de ouros 
rr de cartas 


13 

52 


1 

4 


P(B} = 


n c de figuras _ 12 
n Q de cartas 52 


_ 3 _ 

13 


Como se observa, o cálculo- da probabilidade de um evento reduz-se a 
um problema de contagem. Assim é que a Análise Combfnatória (Teoria de 
Contagem) tem fundamental importáncia para se contar o nümero de casos 
favoráveis e o totaJ de casos. Na maioria dos problemas tratados neste üvro h 
a cúmbinagáo é a técnica que pode ser aplicada. 

Combinaíáo de r elementos tomados (combinados) pap(p ^ r). Calou- 
la-se por: 

Cr,p = 


r I 


p I ír - p )! 


onóe: r! = r(r- 1) (r- 2) ... 1 

p Í * p (p - 1) (p - 2) . . , 1 
admite-se que 0 ! = 1 


Exemplo: 


Quantas comissóes de trés pessoas podem-se formar com um 
grupo de dez pessoas? 



r 10 \ _10!_ 

3 3! (10 - 3)! 

^ J 


10 - 9-6- 7! 
3-2-7! 
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[I) Num lote de 12 pegas, 4 sáo defeiiuosas; duas pepas sáo retiradas 
aleatoriamente, Calcute: 

a) A probabiiidade de ambas serem defeituosas 

b) A probabilidade de ambas náo séretn deieituosas 

c) A probabilidade de ao menos uma ser defeituosa. 
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cao: 

sj A - {ambas sáo defeítuosasj 

r 1 4 'l 4! 


A pode ocorrer 
S pode ocorrer 
logo, P{A\ = 


\ 

12 ' 
2 


N.C.F. 


£!(4 - 2)! 
12! 


4 - 3 ^ 2! 

2 • 23 

12 11 ■ 10 ! 


21(12 - 2 )! 


2 ■ 10 ! 


- 6 vezes 

= 66veze$ 


N.T.C. 66 11 


b) S = (ambas oau defeituosas} 


0 pode ooorrer 


S pode ocorre: 


" 8 ' 

2 

k / 


3! 


12 '1 


2!{8 - 2)J 
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S - 7 - 6í M ^ 

- 28 vezes 


21(12 ~ 2)1 


2 ■ 6 ! 

1 2 - 11 r 101 

Z '* 2! 


= 66 vezes 


logo, P(S) - 1 = í| 

c} C = {ao menos uma é ctefeituosa) 
C é o cornplernentc de B, C = B 


14 19 

PiC) - 1 - P(B) — 1 - ~ ^ 


RCÍCIOS - SÉRJE I - CAPÍTULO 1 


,arice um dadc e uma moeda. 
a} Coastrua o espapo amaslral 

b) EnumerG os s&guimes eventos 

A = {coroa r marcado por número par) 

B = ícara, marcadc por número ímpar} 
C = {multiplos de 3} 

c) Expresse os eventos 

|)fí 

ll) A ou 0 ocorrem 
iíí) B e C ocorrem 
IV) A vj 0 
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d) Veriíique dois a dois os eventos A. B e C e diga quais sáo mutuamente 
exclusivos. 

2. 3e P[A) = ; P(fíi = e 4 e Omutuamente exdusivos, calcular; 

S P(A) b).P(S) g) P{A n 5) 

d) P{A u Sj e) Fí¿ n 0} 

3. Se P(¿> = 1 ; PiS) = ^ e P{A rí B)= A 

Calcule 

a) P(A o Bj 

b) PiA w 8 ) 

c) P{Á r\ B) 

4. Determine 3 probabilidade de cada evento: 

a) irm número par aparece no langamento de um dado náo viciado; 
b} um roi aparece ao extrair-se uma carta de um baralho; 

c) pelo menos uma cara aparece no lan^amentp de 3 moedas; 

d) peto menos uma cara aparece no Eanqamenro de hrf moedas: 

e) duas copas aparecem ao retirarem-se diras cartas de um baralho; 

f) uma carta de copas e uma de ouros aparecem ao extraírem-se duas 
cartas de um baralho, 

5. Um número inteiro é escolhido aleatoiiamente deníre os números 1, 2, 3. 

50. Quai a probabílidade de: 

a) o número ser divisível por 5; 

b) terminar em 3; 

c) ser primo: 

d) ser divisiVal por 6 ou S, 

6. Guaí a probabilidade de sair um rei ou uma carta de copas, quando reti- 
ramos uma carta de um baralho? 

7. Dois dados sáo lanqados sEmuttaneamente, Guaf a probabtlidacfe de: 

a) a soma ser menor que 4; 

b) a sonia ser 9; 

c) o primeiro resultado ser maior do que o segundo. 
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# Numa urna sáo misiursdas dez bolss numeradas de i a 10 Duas bolas 

reífradas :a r b) sem reposrgSo Quai a probabilidade de a +■ b = 10? 

* J:t¡ lote é iQrrnado por 7 0 pegas jboas 4 com defeitos e duas com defeitos 
o^avss. Uma pe-ga é escolhída ao acaso, Catcule a probabtiidade de que: 

a sla nág tenha deíeiíos graves; 
i sla rtáo tenha defeüos-; 
c eia ov seja boa ou isnha defeitos graves, 


r- 


"onsidere o mesmo lots do problema antsr¡or„ 

“=rfcram-se 2 pegas ao acaso. Qual a probabiiidaae de que; 

a) ambas s@]am perfeiias; 

b) peio menos uma seta perfeita: 

c) nenhuma tenha defeito grave; 

d) nenhuma seja perfeita. 

Uma urna contém 5 bolas Drancas e 6 preías. Trés bolas oáo reífradas. 
1. cuíar a probabilicade de: 

3) «Gdae pretas; 

: exatámente uma branca- 

c ao mencs unia preta. 

classe existem 5 alunos do ano, 4 do 2° e 3 do 3- ano. Qual a 
ibilidade de serenr sorteados 2 atunos tío 2- ano, 3 óo 4 e 2 do 3-? 

m urna existem N boias assim dístribuídas: N v (quanticfade de bo- 
vermelhas); N A (quantidade cie boias azuís); e N p {quantidede de 
oretas). Quai a probaüiiidade de retirarmos "n'’ bolas; sondo 
oe botas vermelhas), n A (n- de boias szujs) 3 n F (n c de bolas pretas)? 

^fiOBABÍLIDADE CONDÍCIONAL 

r 2 E. tangar um dado, e □ evento A - .jsair o n 9 3] Entáo 

■ pm -1 


- zare agom o evento B = {sair um n r ' ímpar'i = {1 r 3. 5). 

grande :mporfán.cla para □ cátcuio das probabi;iaades se caicolar a 
3 e condiciona!. No exerrrpio, pode-se estar interessado em avaliar 
ide do evemo A condicionada á oeprrfncia do evento B. Em sím- 
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bolos, desígna-se por P(At'B): té-se: 'probabÍEidade do evento A condtcionada 
á ocorréncia S", cu r ainda. L probabílidade de A dado B". 

Assim: P{ A /B)= \ 

ó 

Qbserve: dada a informagáo da ocorrénda da um evento, teremos a reduQáo 
do espago-annostra; no exemplo S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} foi reduzido 
para S' - (1, 3, 5} e é neste espago-amostra reduzido que se 
avalia a probabiíidade do evento. 

Definipáo; Dados dois eventos, A e S. denota-se P(AfB) a probabilidade con- 
dicionada tío evento A, quando 8 tiver ocorrido, por: 


com P{B) it 0 C poís S já 
ocorreu. 


Pode-se constatar que P{AtB) , assim definida, eatisfaz os axiomas da 
probabilidade já mencionados. 

Para aplicagóes, convém encontrar uma fórmuia mais práíica para o cál- 
culo da pmbabitidade condicional; assim: 


P{A/B) = 


P(A n B) 
P(B) 


P (A/B) - 


PiA n 8) 


NCF (A n B) 

NTC 

NCF {& ) 
NTO 


NCF (A n B) 
NCF (B) 


Dessa maneira, para avaliar a probabllídade de A, dado S, basta contar 
o nümero de casos favoráveis ao evento A n B; [NCF{A n B)} e dividir 
esse número pela quantidade de casos favoráveis ao evento 8: pMCF(S)]. 


Exemplo: 


Sotuqáo: 


Dois dados sáo langados. Consfderemos os eventos: 

A *= {(x v x 2 )lx^ + * 10} 0 B = \ <x A , x 2 )/x A > x 2 I 

onde ^ é o resultado dc dado 1 e x 2 é o resultado do dado 2. 

Avaliar P(A); P(B ); P(A¡B) e P(B!A), 

( 1 . 1 ) ( 1 , 2 ) ( 1 , 3 ) ( 1 , 4 ) ( 1 , 5 ) (1 , 6} 1 

(2.1) (2,2) 12,3) (2 r 4) (2,5) (2,6) 

( 3 . 1 ) ( 3 , 2 ) ( 3 , 3 ) ( 3 . 4 ) ( 3 , 5 ) ( 3 , 6 ) ( 

0 (4,1) (4,2) (4,3) (4.4) (4,5) (4.6) 

( 5 . 1 ) ( 5 , 2 ) ( 5 , 3 ) ( 5 , 4 } ( 5 , 5 ) ( 5 . 6 ) 

( 6 . 1 ) ( 6 . 2 ) ( 6 . 3 ) ( 6 , 4 ) ( 6 , 5 ) ( 6 , 6 ] 


26 


















p íA) _NCF ao eyento A _ 3_ ± y p B NC£aB 15_ 5 

' J ‘ NTC 36 12 ' NTC "36 12 


P(A/B) = 


NCF a {A n B) i 


WCF a B 


15 


Note; Apenas o par (6, 4) é 
fávorável ao evento \A n B). 


PIB/A) = 


NCF a (4 n B) i 
_ NCF a A 3 


S»l TEOREMA DO PRODUTO 

A nanir da defintQáo de probabElidade condicionai pode-se enunciar o teo- 
a* prodotoi 

o-'obabilidade da ocorréncia sirnuítánea de dois eventos. A e B. do 
■; íspago-amostra, é iguaf ao produto da probabílEdade de um deles peia 
Üdacfe condicional do outro. dado a primeiro." 


P(A/B) - 


P(4 n B i 

“p7bT 


Pí 4 n B) = P(BkA/B) 


P(B/A) = 


P(A n B¡. 
P lA) 


P<A n B) - PiA) (i B/A | 


Em um lote de 12 pecas. 4 sáo deteituosas. £ pegas sáo retiradas 
uma após a outra sem reposicáo. GuaJ a probabiiidade de que 
ambas seiam boas? 


A - fa primeira pe?a é boaj 
B = fa sepuntía pega é boa} 


8 


P(A n B) - P (A) P i B/A) = —- 


7 

11 


14 

33 


JNDEPENDÉNCÍA ESTATISTICA 

n evanto A é considerado Endependenta de um outro evenio B ss a 
fedaíie de A é ígual á probabilidade condicional de A dado 5, ísto é r se 


P(A) = P(AfB) 
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É evldente que, se A é indepenüenle de B. B é independente de A assim 


P[B) - P(BiA) 

Considerando o teorema do produío T pode-se aíirmar que: se A e B sao 
independentes, entáo: 


P\A n B) = P{A) ■ PiB) 

DadOS ,l n r eventos A v 4 a . A n , díz-se qüe eles sáo mdependentes se 
o forem 2 a 2; 3 a 3; jtj a n. 

Isto é, se es iguai'dades abaixo forem venficadas: 

PiA^ n A¿) = PtA^P(A z ) ; P{A n _, n A„) ■ PíA „_,) ■ P(A„) 

P<A,n n A,) = P(4,) • P{Aj) • P(Aj );...: 

P(A „_ 2 n rf„_i n A rt s = P(A n _ 2 ) - 

pyi, n n ... n = P(A,i ■ P(A 2 ) - P(A¿ ... F<\_,) ■ P<¿ n ? 

Exsmplo 1 Em uma caixa temos 10 pegas, das quais 4 sáo defeituosas. Sáo 
retitadas duas pegas. uma após a oulra, com reposipác. Caicttlar 
a prcbabilidade de ambas serem boas. 

Solugáo A = {a pnmeíra pega é boa} 

B - {a segunda pece é boal 

Notem: A e B sáo índependentes, pois P[B) = P{B/A) r 
Logo. P(A n B>= PlA ■ P(B) = ^ ' 4 = ¿5 

Exemplo 2. Sendo S = [1. 2, 3, 4} um espaco-amostra eqisiprovável e A = {1, 2}; 

B = {1. 3); Q = {1. 4} trés eventos de S. Venficar se os eventos A, 
B e C sáo !ndependen¡tes- 

Solucao: Para A e B P\A) = p ; P\B) - ~ ; P[A n B) - ^ ; 
iogo, P{A n B) = P\A) PíB) = J . 

2 & 










Para ísC PtA¡ = j: P(G) = |: PiA r¡ C) = j; 

logo, P¡A r\ C i = PiA) ■ PiC) -7- 

4 

Para 0 e C PiB> = 1 ; PfC) = \ : PíB A C) = -7 : 
logo, P\B n C) = P\B) ■ P[C}= | - 

Para A Bg C ; P(C) = | ; P^nsnC]=~ ; 

logo, P{A n 0 n Q ^ Pp4 ) - P (jB) - P(C) 
porlanto o$ eventos /I, fieC náo sáo independentes. 

.13 TEOREMA DE BAYES 

Seja A., A¿, A r .... A n , n evenlos muíyameníe exdusivos tais que A, U A, U 
_ S. Sejam P (A) as probabíütíados conhecjdas dos vários eventos T e 6un 
ínto qualquec de S tai que sáo conhecidas todas as probabitidades condicio- 
e P(B/A). 

Ent§o r para cactg ’T, tem-se. 


PiAfl PíB/Af ) 

P ' A 1 31 ® P(^,j Pffl/^j+p^i Pfe/^) + .... P(/i„í P(B/A n ) 


O resultado acima e bastante im-poftante, pois reiaciona probabilldades é 
■!on Pt'A.i com probabElicades .e postenori P{AJB) r probabalidade de A t depois 
íq ocorrer B. 

tempio Admiia a seguiníe configuragáo: 


Urnas 

Cares 

ü í 



PEETAS 

3 

4 

2 

BRANCAS 

1 

3 

3 

VERMELHAS 

5 

2 

3 
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ÉscQitieif-se uma urra ao acaso e defa extratu-se uma bota ao acaso, 
verificando-Ee c|u& a bola é branca. Oual a probflbiiidflds da boía íer 
vindo ds urna 2? da 3? 


1 1 1 
Solugáo: Piu^) - ^ * Pí u s) ~ PiVs) 3 

Píbr/iq) = i ; P(br/u 2 i = | = i; P{br/u 3 ) = | 

deseja-se calcular P(u 2 /br) e P(íi 3 /br). 

Apiicando-se o teorema de Sayes, tem-se: 

P {u 2 í * P(br/ü 2 ) _ _ 

P(u 2 /bn = + Pffx/ui) + P(%) ■ P íbr/Ufc) + P[u¿} Pibr/u 3 ) 


1 1 

3 3 24 

P (y 2 /br)i ** -j -| 1 1 J. 3 59 

3 ’ 9 + 3 3 ' 3 S 

ou seja, a probabilldade a príoií de u 2 era ^ ■ Dada a infontiaQáo 

que saiu uma bola branca, a probabilidade a pa&erion de u 2 será 

24 

59 ' 

P(u 3 ) - P {br/Uv) __ 27 

P(uy'br) = p (u ^ _ Pibr/un + P(u 2 ) P\br/u z i+ P<u 3 ) - Pibr/u 3 ) 59 


Gomo P{Uy/bf) 4 P(u 2 /br)+ P(u 3 /bn 

(24 f 27 "l 

tem-se que: Piu^/br}- 1 - + gg 


1 

6 

: 59 


EXERCÍCIOS - SÉRIE li - CAPÍTULO 1 

1 . Dado P{A) - \; P{B) /,P(íf1BI=|. calcular: 

a) P{A u 8 ); b) P{A/By, c) P(B/A); d> P[(A u S)/Bj 

2. Fa?a A e B sererri eventos cqrn P<A¡ = - : PiBl 3 e ^ = 4 ■ 

Enconire P(Á/B) 0 P(B/A). 
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Quai a probabilkiade de que r pessoas fagann aniversárto em bias disfintos? 
probabtittíades de 3 jogadoreE mafcarem um penalty sáa respectívamente 

|>r-f 

3 5 10 

Se cada um "cobrar" uma única vez, qual a probabstidade de: 

a) lodos acertarem; 

b) aponas um acertar; 
c': todos errarem. 

A probabilidade de fechamento de cada relé do dfcüito apresentado abai- 
xo é dada por p. Se Lodos os relés íuncionarem independentemente, qual 
será a probabilidade de que haja corrente entre os tcrminais f,e R 7 



Uma urna contem 1£ bolas: 5 brancas, 4 vermeltias e 3 pretas. Qutra 
contém 1S bolas- 5 brancas, 6 vermelhas e 7 pretas. Uma bola é retirada 
de cada uma. Qual é 3 probabiiida.de de que as duas boias sejam da 
mesma cor? 

Numa bolsa temos 5 mosdas de Cr$ 1,00 e 4 de Cr$ 0,5CL Qual a pro- 
babilidade de, ao ret¡rarmos duas moedas, obiermos Cr$ 1,50? 

Uma uma contem 5 bolas pretas, tris vermeíhas e duas brancas, Foram 
extraidas 3 boJas com reposi^áo. Quaf a probabüidade de terom sido duas 
bolas pretas e uma vermelha' 5 

A urna n- i contem: 1 bda vermelha a 2 brancas. A urna n- 2 coniénn: 2 
aolas vermefhas e 1 branca, Tiramos aleatorramente uma boia da urna 
r" 1. cclocamos na urna n- 2 e misiuramos. Em seguida tiramos aleato- 
riamente uma bola da urna n n 2. Ouai é a probabilidade de tirarmos uma 
bola branea da urna n' ? 2? 

A uma 1 coniém * bolas braneas, e y bolas verrnemas. A urna 2 eontém 
bolas brancas e v vermelhas Uma bola é escolhida ao acaso da urna 
t e posta na urna 2. A seguír uma bola é escolhida ao acaso da urna 2. 
Gua! sera a probabiltdade de que esta boia seja branca? 
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11 Uma urna contém 10 bolas pretas e 5 bolas vernneJhas. 3áo feítas reti- 
radas alealórias- Cada bola reiirada é reposía. juntamente com 5 bolas 
da me-sma cor. Quat é a probabilidade de saírem nessa ordem: 1 preta. 
1 preta. 1 vermelha. 1 vermelha? E nesta ordem: 1 preia. 1 vermefba, 1 
preta. i vermelha? Dado que a primejra bola é preta, qual é a pr'obabili- 
dade de que 0 segunda seja preta? 


12. Uma caiíía A contém S pepas, das quaís 3 sáo defeituosas 0 urna caixa 
B contém 5 peqas, das quais 2 sáa delertuasas. Uma peca é retimda 
aleatoriamente de cada caíxa: 

1 } Qual a probabiiidade p de que ambas as pecas náo sejam defeituo- 
sas? 

II) Qual é á probabilidade p de que uma pepa sejs tíeteiLuosa e a outra 
náo? 

III) Se uma pepa é defeituosa e a outra ná.o, qual é a probabflidade p 
de que a peca defeituosa venha da caixa A? 

q 

13. A probabilldiade de uma muiher estar viva daqui a 30 anos é ' e de seu 

3 

martdo . Galcufar a probabiíidade de: 

a) apenas 0 fromem estar vivoi 

b) somente a mulher estar viva: 

c) peio menos um estar vivo; 

d) ambos estarem vivos, 

14. Urna urna A contém 4 bolas: 2 brancas. 2 pretas; uma urna B contém 5 
bofas: 3 brancas. 2 pretas. Uma bofa é Iransferfda de A para B. Uma bola 
é retirada de B e verrficada ser branca. Quai é a probabilidade dé que a 
bofa transferlda tenha sldo branca r? 


15 Sáo dadas duas urnas A e B. A urna A contém uma bola preta e ur 
vermelha. A urna B contém duas bolas pretas e trés vermelhas. Uma bol 
é escolh-da ao acaso na uma A e coiocada na urna B Uma bola é entá* 
extraída ao acaso, da uma B Pergunta-se: 

a) Gual a probabiüdade de que ambas as bolas sejam da mesma cor? 

bj Guai a probabilidade cie que a prlmeíra bola seja vermeíha, sabendf 
se que a segunda fol preta? 

16. Uma urna contém 5 bolas vormolhas e 3 brancas. Uma boia é selec?on; 
aleatoriarnente da urna e abandonada, e duas ae outra cor sao colacadí 
na urna. Uma segunda bola é entáo seleciOíiEda da urna. Encontre 
probabiEidade tíe que: 
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I) a seguncía bola seja vermelha: e 

II) annhas as boías sejam da mesma cor. 

Recorrondo-se ao problema precedante: 

I) se a segunda bcla é vermelha. quaí 4 a probabílldade de que a 
primeira boia seja vermelha? 

II) se amüas sáo da. mesna cor. qual é a probabiiidade de que sejam 
brancas? 

A urna ,4 confém x bolas vemrrelhas e ybolas brancas e a urna & corrtém 
2 boias vefme'has e vbolás brancas. 

I) Se urna urna é selsdorrada ao acaso r e uma bola retirada, qual é a 
probabíiidade tíe que a bofa seja vermelha? 

IIj Se uma boia e retirada cia urna A e colocada na urna 8. e uma bola 
e retirada da uma & r qual é a probabilidade de que a segunda bola 
seja vermelha? 

Uma uma contém x bolas brancas e y boias pretas. Extraem-se íodas 
elas. Ouai a probabilidade de que saiam primeiro as brancas e as pretas? 


Seja f fancar dois dados ; e 
A = x 2 )/x. + - B} 

& - ~ 

C - {(x^ x 2 )/x^ + x 2 = 10} 

D = {(Jfj. x^fx^ > x¿¡ 

E ± i(jr tP x 2 )/k' = 2 x 2 } 

Catcular: a) P{m) e) P{CfE) 

b) P[QtD) f) P{CIA) 

c) P(DfE) g) P{AfD) 

d) P(AfC) h) P(BfC) 


i) P(A'E) 

j) P(BfE) 

k) P{A/B n C) 

l) P{A n B/C n D\ 


Terros duas caiKas: na primeira ba 3 óoras brancas e 7 pretas e na 2- 1 
oola brarica e 5 pretas. De uma caixa escolhida ao acaso. seieciona se 
uma bola e veriflca-se que é preia. Qual a probabilidade de que a caixa 
de onde tor exíraids a boia seja a primeira? e a segunda? 


3 

A probablidade de um indivíduo de classe A ccmprar um carro é ■ de 
B é ^ & de C é 1 ’ A probabflidade do individuo de classe A comprar 

□ ¿u 
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1 .. 3 

urn carro da rrjarca D é —; d e £¡ con'tprar da marca D e e de C é 

1U £J 

3 

Em certa loja comproii se um carro da maroa 0. Qual a probabilida.de 
de que o indíyíduo da dasse B o terrha comprado? 

23. Em cerío colégio, 5% dos- homens e 2% das muthefes tám mars óo que 
1,80 m de ahura. Por outro lado, 60% dos estudantos sao homens. Se 
um ostudame é seíectonado aleatonamente e tem mais de 1.60 m de 
altura. qual a probabfifdade de que o esíudanie seja mulher? 

24. TrSs máquinas, A. B e C prcduzem respectivamente 40%, 50% e 10% do 
total de peqas de uma tábrica. As porceníagens de pepas defeiíuosas nas 
respectivas máquÉnas Sáo 3%, 5% e 2% Uma pega é sonegda ao acaso 
e veritica'Se que é defeituosa.. Qua! a probabitsdade de que a peqa tenha 
vrndo da máquina 6? 

25. Apenas uma em cada dez pessoas de uma popülagáo tem tubercutose, i 
Das pessoas que íém tuberculose 80% reagem posltivamente ao teste Y, 
enquanto apenas 30% do$ que náo tém luberculose reagam posiLi- 
vamente. üma pessoa da populagáo é selecionada ac acaso e o ieste Y 
é aplícado. QuaJ a probabiíidade de que essa pessoa tenha tuberculose. 
ss reagiu positivamente ao teste? 


EXERCÍCIOS - SÉRIE III - CAPÍTULO 1 

1 Uma jnceda é langada trés vazes. Ache a probabílidade de se obíerem: 

a) trés caras; 

b) üuas caras e uma coroa; 
g) uma cara: 

dj pelo menos uma coroa; 
e} nenhuma cara, 

2. Sáo lancados dois dados. QuaJ a probabilidads tíe: 

a) obter-se. um par de penios sguaas; 

b) um par de pontos cfifereníes; 

c) um par em que o t% 2 S ; 

d) a soma dus pontos ser um número par.: 

e) obter-se soma 7, se o par de pontos é diferente; 

f) obíer-se soma 6, dado que o par de pontos é iguai; 

g) a soma ser 14. 
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1 arobabilidatíe de o aíung X resotver esse probSema é _ e a do aluno Y 

5 

4 , 

é r ■ Qual probabilídade de qi>e o prcblema sefa resolvido? 


No lanQamento de am datío 7 qual a probabiiidade de sair o nümero 5 ou 
um mjmero par? 

üm grupo de 15 elementos apresenta a segurnte composrpáo' 


Menores 


Adujtas 


Homens 


Mufheres 



Um elemento é escoíhído ao acaso. Pergunta-so: 

a) Qual a probabitidade de ser homem? 

b) QuaJ a probabilidade de ser atíulto? 

c) Qual a probabálidáde de ser menot e mulher? 

di Sabendc-se que o etemento esoülhido é adu'to, qual a probabilidade 
de ser homem? 

e) Dado que a escolhida é mulher. qual a probabilidade de ser menor? 

Unn número é escolhldo ao acaso rto oonjunto (1, 2, 3, 20). Verificar 

se sáo mdependentes os eventos: 

s; X\ o número é múitiplo de 3. 

Y: o número é par. 

M: o nümero é primo. 

N\ o número é ímpar. 

jm grupo de 100 pessoas apresenta, de acordo com o sexo e flliagéo 
partidária, a seguinte composicáo: 



Púrtido X 

Partida Y 

Homens 

21 

39 

Mulheres 

14 

2 6 


s| g proüabiliüade de urn escolhido ser homern; 

d) a probabrüdadfe de ü¡h escolhsdo ser nuther do partido V; 

c) a porce-níagem dos paslidários do Y; 




























d) 3 porceniagem dos homens ffltados á X; 

e) seo sorteadc for da X, quaí a probahilsdade de ser mulher; 

f) se o sorteado tor homem, qual a probabitidade de ser do Y r 

8, Prove: Se A e 0 sáo evenfos independcntes e müiuamente e^dusivos. 
entáo P(A} ^ 0 ou F{fí) = 0. 

9 Prove: Se A & B sáo eventos Jndependenms e de probab¡Udade'£ nác 
nulas. entáo A e B náo sso mutuameme excJusivos', isto é, A n B * ¡|>. 

10. Prove: 03 everftos A e S sáo independentes. 

11 Prove; Os eventos A e ¡j) sáo independentes. 

12. Prove: Os eventos S e íjj sáo fndependentes. 
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Variável 

Aleatória 


I EFINIGÁO 

íjSs.am £ um experime-nto e S o espago associado ao experiínenío. Uma 
X, que associe a cada elefnento s í S um nymero real X (S) é deno 
.¿ariável aleatürra. Veja a llustrapáo. 




5 tafi^amento de duas moetías; 

X n Q de caras obiidas nas duas mciedas: 

3 - {(c, c), (e, k)i (X c) t (k f k)) 

X - 0 -■ correspor¡de ao eventc (c ( c ) com probabilidaü& 


X = 1 -> corresponde ao evento ik, c), (c, k) com probabilidade 

... ,.******»--f 

X <= 2 —> cuiTesponde ao evento (k r A) com probabilidade 
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Ofcse r vraqoes ini pq rta rttes: 

1. Otaserve que : apesar da iníelicEdatíe da terminologia "variável aleatória", 
é uma íuncáo cl|.o dominio é S e contradomínio R, 

2. Nas aplicagóes, e converiiente trabalhar com nümeros e nao ccm eventos, 
dai a ueo da variávei aleatoha, 

3. Se S é numértca. entáo X{s) - s, 

4. Uma vafiávei aieatoria X será ctiscrefa se o nürnero de vatores possíveis 
de X (seu contrajdomírtio) for íintto ou infinito numeraves. Caso ssu con- 
tradomífiio seja um irttervaJo ou uma coSeQáo de SntervaSos, eía será urfls 
i /ariável continua. 


2.2 FUNQÁO DE PROBABÍLiDADES 


S&ja X urna variável aleatória tíiscreía. 

A probabtlidade de que a variável aieatórra X assuma um particular vaSor 
x , é a fungáo de probaoitidade de X que se representa por P [X = -v) ou 
simptesmente P{x). a Pw¡) - 1). A íungáo P{X = x) datermina a distntauipáü 

de protaabilidades da vataáve! aíeatória. 

P{x) pode ser expressa por uma tataela. gráíico ou fórmuia 


Exemplo; E: fanparrtento de duas moedas. 
X: n <J de caras obtídas. 

Eis as várlas expressñes para P{x): 

1* Tabeia 


X 

0 

1 

2 

P(4 

i 

1 

1 

4 

2 

4 


2 . Gráfico 


pp<i 

i-- 


3B 

















3 , Formuld 


I/e j - OíiTTspuK Satiííi i. * a 

' ‘ ¡ rBk'V 


Pix) 


2 \ 
x 


para 


x = 0, 1, 2 . 


Qyalquer fungác de uma variável aíeatória [V-A.) é tarrtbém uma varfável 
a aatória* isto á, se X é V,A„ entáo V = <pt>r) tambárri será. 

Exemplo: X -> V r A, poníos de um dado 

Y - X + X -> V.A. soma dos pontos de dots tangamentos 
Z = Max {( x-r r x 2 )j ande (x t „ a' 2 .) pontos de dois dados. 

A distribuigáo de probabilidade de X datía por uma tabela será: 


X 

1 

2 

3 

4 

5 

G 

P(x) 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

6 

e 

6 

6 

6 

6 


Para se obíer a dfstrFbuigao de prababiiidade de Y convém construir o 
100 amostral para y: 


S - 


(i.D 

(1.2) 

(1.3) 

(1 4> 

(1,5) 

(1.6) 

(2,1| 

(2.2) 

(2,3> 

(2,4) 

(2,5) 

(2-6) 

(3,1) 

(3,2) 

(3-3) 

(3,4) 

(3,5) 

(3,6) 

(4,1) 

(4,2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4,5) 

(4.6i 

(5,1) 

(5.2) 

(5,3) 

(5.4) 

(5,5) 

(5,6) 

(6,1) 

(6,2) 

(6,3) 

(6,4) 

(6,5) 

(á t 6) 


^ogc, a distribuigáo de probabiltdade de y será: 


f 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

h 

i 

2 

3 

4 

5 

6 

E_ 

4 

3 

2 

_1_ 

36 

CD 

36 

36 

36 

36 

36 

36 

36 

36 

36: 


bnquanto a distribuigáo de Z poderá ser expressa pela tabela: 


z 

1 

2 

3 

4 

5 

6 


1 

3 

5 

7 

9 

11 

P(z) 

36 

36 

36 

36 

36 

36 


39 










































1. 

2, 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

e. 


9. 


FUNQÁO DE REPARTIQÁG 

Se¡e X uma varíável aieaíórÉa drscreta, 

Define-se Funqáo de Reparti^áo da variável aleatória X, no ponío x ; como 
o a prababi]idade de que X assuma um vaior menor ou igual a ísto é: 


F{x)~ P[X x ) 


Propriedades: 




F[— “J = 0 
Fí+m) = 1 

P{a <l X --= b) = F[b) - F(a) 

P{a < X -■- b) - F(b) - F(a) + P{X= a) 

P{a < X < b) = F(b) - F(a) - P(X = b) 

F(x) é aonttnua á diraita — lim F(Jf"i = F{x Q ) 

í^x Q 

F (x) é d&scontfnua á esquerda, nos pomos em cjue a prcbabNidade é 
difererite de zero, 

lim F(x) * F£x q i para P(X = jt 0 ) / D 
A íunpáo é náo decrescente. istó é. F(b) F{a). para ó> a 

nploc Admrta que a varrável alealóría X tome os valores 0, 1.2 com 

1 1 1 

probabifidades -, respectivaíTrente. 

3 d 2 

o, F(x) = 0 se x < 0 

F(x) = ^ se 0 ^ x -= 1 

F(^) =? \ se 1 <- x < 2 

F(Á) =r 1 gé x z? 2 


1. 

2 . 

3, 

4. 

5, 

6. 

7. 

e. 


9. 
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gráfrco de F fx) 



iRCÍCíOS - SÉRIE I - CAPÍTÜLO 2 


Wo ¡angamemo simultáneo de dois dactos, considere as seguintes variá- 
«és íleatórias: 

X - número de pontos obtidos no primefro dado. 

( - número dG pontos obtidos no segundo dado. 

a. Construir a distribüipác de probabilidade através d& uma tabela e grá- 
hco das seguiníes variávess 

J) w = X- Y 

II) A = 2Y 

III] Z 1 = XY 

’Vj B = máximo de (X, Y) 

” c s-tru¡r a Fungáo RepartigSo das variáveis W. Z e B q íazer os 
lespectfvos gráficos. 

¡cando as Propriedades da Fungáo Reparíi^áo. calcular as se- 
gu-ntes probabilidades: 


1) 

P(-3 < IV =& 3) 

VII) 

P[W*l -3) 

11) 

P(Q ^ W ^ 4,5) 

viii) 

P{A ^ 11) 

lllf 

P ( A > 6) 

IX) 

P (20 < Z 35) 

ÍV) 

P{Z^ 5,5) 

X) 

P (B = 8) 

V) 

■ # 

P{Z = 3) 

XI) 

P (-1 < ,4 < 3) 

vn 

P (1 ^ B 4) 

X3I) 

P (3.5 < Z < 34) 
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2 üma variável aieatóría tíiscreta tern a riísti'ibiticáo de probabiiidade dad a por 

P (= ^ para U% 5. 7 

a) CáicuEaj' o válor de K b) Calculai P(x^ S) 

3 Seja Z a varrável aieaióría correspondents ao numero de pontos de uma 
pe<:á de dominb, 

a) Construtr a tabeía e tragaí o gráíico de P(Z). 

b) Determinar F(Z) e l/agar o gráfico. 

c) Cajcutar P (2 Z < 6), 

d) Caicular F(8). 

j 3. Muma sa-Ja temos crnco rapazes e quatro mogas.Sáo retiradas., ateatona- 
rnente, trés pessoas, Fapa X a Variávei Aloaíória número de rapazas. 

a) Determine a dÉstribuigáo de probabitidade da varlável X. Consiiua uma 
tabela, 

b) Determirre a íurtcao reparügáo de X. 
g) Construa o gráfitxi da F (X). 

d) Calcule as probabiiidades: 

I) F(^2) 

II) P()fsO) 

III F(1 < Xs3} 

IV) P(2<^<3) 

V) P (X > 2) 

VI) FpC>~1) 

VII) P(X< 5} 

e) Doíermine. F(2 1 5);F{3)- F{0,5); F(3,5), F ( 2 ); F(i); F (6); ^(-0,5). 

2.4 VARIÁVEL ALEATÓRIA CGNTÍNUA 

Suponha que X é uma vaí-iávet aleaí:órra r cu]o comradorninio é uim cónli- 
nuo de rrúmeros. um imervalo, por sxempio 0 < x 5, qu uma coiegáo de 
Jntervatos. Nesta oaso, a variávet áieatória é coniiniia. 

Reíernbrandü, no caso da variáveí aieatóría discreta definiu-se P[í) (fun- 
gáo probabrlÉdade), c-omo uma fungílto que asspcía a cada eiemento urr¡ númeról 
n&o náigativp, P{^) = P(X = *,), f - 1, 2, ..., cuja soma é igaal a 1, Se íorj 
utilteado o rnesrno concelto pars a varrávei alcatória coníínua. náo se pode- 
indagar qual a .proóabiiidade dp L-ésimo vaior de X, po¡s os valores possivejs 




fe X fiáo s&o numerávess, csr P(x,J nao ter semido. Há necessidade tíe deflnír 
* conceitc, o que se passa a fazér, 


2.5 FUNCAO DENSIDADE DE PROBABUJDADE 


Sesa X uma variável aEeátóría contrnua. A fungáo densidade de proba- 
sde f(x\ é uma fungáo que satfsfaz as seguinies condiqóes' 

a) / (xj * Q para todo x c Rx. 


w -U « *> * « 1 


Além disso^ a'efine-se, para qualquer a < íj eni Rx 



que Rx é c coníradómínio de X, 


servagóes importantes: 

A detinigác acima mostra que a probabiüdade de qualquer valor especi- 
ficado de X. por exemplo x Qt tem P{X - = 0, pois 



Sendo assím, as probabilidades abaixo seráo todas iguais, se X for variá- 
vel aleatoría contínua: 

P [a X -- b) - P{a *l X < b) = P{a < X ^ b) - P(a < X < b) 

Mote-se que l(x), densidade de probabilidade, náo e probabüídade. 
Somen'e quando a fungáo for integrada entre doás limites r ela produzirá 
uma probabiüdade T qua sera a area sob a curva da tungác entre x - a e 
x ^ b: a < b 

Pode-se fazer uma analogia com a Mecánica e considerár-se que nume 
variável aleatoria discretafa massa de probabiiidade es.ta concentrada em 
oontos isolados da reta real, e, no caoo da variável aieatoría continua, a 
massa de probabilidade esta espaihada de modo continuo em segmenros 
oa reta real; 





4. Quanio á funcáo R^panitjáo, naste caso eSa á tíeítntóa como: 


F ix) = } fm 


d.x 


Poos-se provar que itxi —^ para todó x no qual F stfa derívável 

#■ T 

Como F[+ »J = 1, devemos íer Sámpre | h*)dx = i, isto e, a ár 

— ;» 

toial cstaixo ds curvs do probabilsdads vaJe sempre 1. 


Exemplo I.Sep X yma vanável alG : aíória coniinLia. Com a sequirte íun< 
denssdace de probabíJídade: 

_ f2:*' pars 0 < X < 1 

, 0 para quaísquer outros vaJores 

a,i Como se vé, f( v) assirr deñnícfa ? é ¡malmente uma lunpáo densidade, 
m*? ■- 0 e pera Lcdo x c Rx í f(x) dx = \ dx+ I 2xdx , | dx= 1 

Jt ü 

Seu gráftco sera 



Quaruc a F(x) iém-se: 


para x ■ 0 

Fw - 

0 dx = 0 

— #*: 

para 0 *= x - 1 

F(w 

0 dx i J 2 * dx = x 2 



rO rl (*■ 

para x * 1 

Futi - 

1 0 dx ■ j 2 Jr dv 4- J o iijr ^ | 

“■» 0 1 
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iCvio grkíiQo será: 



O gráíico tíe F( jí) no caso de 'V.A. discreta é constitüido por segrnen- 
tos de reías horfzontais (degraus), e no caso da V.A. continua T efe é 
cpntiniiG para lodo v_ 


b) Quac será o resuííado óe p' l < x < 3 

: 4 4 




3 

4 2jT 
2 x dx - ~ 


i 

4 

3 

4 


/nY? 


4 

V t 




4 

'l j 


1 

2 


Exempio 2 Uma variávei ateatória iem a SoguimiG fungao densidade de proba 
bilidade: 

x < Q f{$ = 0 

0 ^ x <1 f(x) = kx? 

■ X * 1 Hx) - 0 

Petíe-se detenninar e a íungáo repartEgát>L 
Sabe-se que: 


f{x) dx = 1 


- _ :áo: 


D dv + | + J 0 dx = 1 P 


ou seja, 


ícx 3 


1 _ * 
0 ' 3 


k - 3 


4S 

















üuantp á tunpao repajticao, tem-se: 
para x ■ Ff*) - f' 0 dx = 0 

para ft < v 1 

Fyx) - r 0 dx -+ j 3A j3 d* $ 

* ¿= 1 


para 




Fi>r) 


-r 


0 dx i 1 3x 2 dx 1 1 0 dx 0 a 1 * 0 
J o i 


= 1 


EXERCÍCiOS - SÉRIE IF - CAPÍTyLO 2 


1. 


seí* m -1 i* «f 0 " * “= 1 

0, casci eontrario 


Ache a tuncáo Repartipáo a esboce o gpáhco. 

~ ■. + . 1 x s& 0 ^ v -- -- 2 

.Sfija /ui - -2 

5 s& caso contrário 

Ache a mrícáo RepartiQáo e e&boce o gratsco. 


3. 5eja f i.x-r - 


1 


G 

0 


x -i K se 0 x 


em qualpuer outro casc- 


Pede-se. 

aí enco.mre K b) encontre P(1 ^ ^ 2) 

Uma varFável ateatóiia continua X ten a seguinte íungáo densídade de 
probabüidade: 

x<Q 

0 -:- x < 2 
2 < x < 4 
X > 4 

Pede-se: 

a) qual c> vaior de 


f{*> = 0 

m - «■ 

/(X) = «■(>■- 1) 

IW = 0 


b) encenire F(x) e taca o gráfico 
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A fungáo denslúade de prooabiltdadf? de uma vaáávei aJeatória contmua 
^ ® P r,r -'uorcional a x ( 1 - x) para 0 v < 1, e é ^es'O para cnjiros valores 
■de x. Pede-se: 

rnostre que f{x) = 6*0 - x) para 0 < * < t 
b) caicule a funpáo rep'áftigáo 


Q) calcule P 


„ 1 

* 2 


Seja x uma variávei aleatória conlinua tal que: 
t (jí) = 0 
|{jt)= Ax 
' xi _ A (100 - x) 

I Ifij). - 0 

Determinar 

a» o valar da constartEe A: 

U) P-:250 ^ x. 750) 

ifeda a fungáo de distribLncáo (repartigáo) 



para 

X < 0 


para 

0 x < 500 

■Jf) 

para 

500 x < 1000 


para 

x 5= 1000 


>■’ - a 

para 

x < - 1 

x +■ t 

P 2 

para 

- 1 =Í X 

p = 1 

para 

1 Íí JC 

iJóüle: 



_í 1 

p < X 

n 

2 

b) P ( jí = o) 


c) P{2 < x ^ 3) 


VARIAVEL ALEATORIA 8IDIMENS10NAL 

aqui considerou-se dtie o resuEtacfo do experimento seria regísírado 
ünico número x. Todavia, existem casos em que há imeresse por 
idos simultáneos. Por exeimpto, estatura H e peso P de pessoas. 
□recisa-se da seguinte detinrpáo: 

Sejam, E 


E um experimento aleatorío e S o ospago amostral 
ciado a B. 


asso- 


Sejam x = X(s) e Y - Vfs},, tíuas fungóes, cada uma assooÉando 
um número real a cada resultado s t S. d&nomina-se 
(X t Y) uma varrávei aleatória PÉdímensionaJ- 
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o grático ilLLStrs a deHni^O. 



TaE como a variavei aleatória unldímsnstong.!. (X.V) podorá distírMa 
ou continua. vaíentío ss mesmas consitíeragóes leitas antBriormente. 


2.7 DISTRIBUICÁO CONJUNTA 

DE DUAS VARIÁVEIS ALEATÓRIAS 

Seja iX.V) uma variável aleatória bidimensionül díscrefa, 

Fungác dc ProbBbiiiüadú: Trata-se de uma fungáo que associa um nú- 
mofo p {*, >•) repftesénlado por P{X - *> Y = Y t ) satrsfazendo as contíigóes: 

1. p{ Xíl y,) ^ 0 

2-1 I p yp = 1 

/= I F -1 

Como no caso da varravel umdimenstonal* a disiribuigao poderó ser repre- 
sentatía por uma labeSa, grafico ou fórmula, 

Ejtemplo: E = jagar dois dados 

i X, V) = poratos dos respectivos dados 







Tabeis 


r\ 

1 * \ 

¡_i 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

i 

1 

1 

1 

1 

1 

1 


36 

36 

36 

36 

36 

36 

2 

. 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

-- 

— 
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2.8 FUNCÁO DENSIDADE DE PR0BA31LIDADE CONJUNTA 


Sejy (> y) uma varfával aleatórm bidímensionai continua. Diz-ss que 
/ ( x. y) e uma fungáo densidade de prgbabüidafie ccmjunta se. 


t. f{x, y) > 0- 

■ ■>- 


£. { j f[x,y)4xdy- 1 


2.9 FUNCÁO DE REPARTIQÁO CONJUNTA 

E defíntda como na varraveJ aieatoria uniciimensÍQnaL assim: 

F{xy y) = PfX <: Y 

Ca^o (XrV) díscreta, tern-se F(x t y) = LXp (x, y ; ), tal quc x, í x e y, - 

t* t y 

Caso (X.. V) coníinua, tem-se F{x, y) = J J fix T y\ dx úy 


y 


— na 


2.10 DISTRIBUigÁO DE PROBABiLIDADE MARGINAL 

Dada uma variável aieatória bidiinensional e sua distribuidSo ccmiunta 
pode-$e determinar a distribuícáo de X sem considerar V, ou více-versa. Sáo 
as chamadas distribuiqóes marginais. 


Seja {X.Y) discreta; entáo: 


DkStribuigáo marqinaJ de X: ■ 


P(X : = x.i P(X = x, —» < y < h-«j 


ou 


P(X = x.) = £ Pix ¡k y.) 

t 


P{Y - y¡} ~ Pt -w < x < Y y¿) 


Disínbuicac- margirraj de V: ■: 


ou 


P' Y¡) = X p i^ yj) 


S,e a dístribuiqacf de [X t Y) e dsda por uma Labela, as probabüidades■ 
marqinais seráo tíadas peía soma. das linnas ou colunas 

Nb casü de |X.V) ccntinua, teremos: 

pui - } f[x.y) dy — tungáo densídade marginaJ cfe X 

— -&■ 

ri i y) - \ f[%.y)dx ■> funcáo densidade margmai de Y 
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VARIÁVEÍS ALEATORIAS INDEPENDENTES 

ja f X,Y) jrna varíável aleatórra discreta bidjmensionaS. Diz-se que X e Y 
ependemes se. e somerne se. p{x t , yj) - p{x f ) p(Y¡} para quaisquer ie / 

Sefa (X. Y) uma variávei a!eatóría conünija bidfmensionál. Dis-se que X e 
independentes se. e scmente se. f(x t y) = g(x) h(y) para todo (v r /). 

Ao: dada a disiribuigáo de probabilidade conjunta de f X , Y) peia taboia 
abaisío. Verificar se X e Y sáo indcpendentes. 


\ X 

y \ 

0 

1 

2 

P (>'■) 

0 

0,10 

0,20 

0.20 

0 , 5 Q 

i 

0.04 

0,08 

0,08 

0.20 

2 

0,06 

0,12 

0,12 

0,30 

p (*,i 

0.20 

0 , 4 Q 

0.40 

1,00 


Para todo i, j; i = 0 r 1, 2 e / - 1, 2. 3 deve-se ler: 

p y/> - piv pi/j) 

Pars o par (0,0) tem-se: 

p i Q r 0) = 0,10 e pix 0) p{y = 0) = 0,2 - 05 - 0,10 
Para o par (2,1) tem-se 

P (. 2,1 1 = 0,08 G p IX = 2) p(y - 1) 0.4 0,2 . 0,08 



inuando-se os cálculos para Eodos os pares verifíca-se que as iguai- 
sáo constaíadas, cfcái concluir-se que x e y sáo independentes. 


MEDIDAS DE PQSIQÁO 

.1 Média oü esperan^a matemática 

■~-se Fsperanqa Maternática ou Média de uma varsávei aleatóna discreta 
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Para o caso de varióvel aJeatóría ranísmja tem-a6 J 



Exemplo: E = langamento de um dado 
X =■ ponto obtido 
X = 1,2, 3, 4. 5, e 


P{X) = 


1 . I f .. t — 

6 6 6 6 6 6 




1 e 1 

6 + 5 ' 6 


6 


L-J 

6 


Propriedades da Média 

Serao demonatradas para o caso de varséveis discratas. 

1 A méd]a de uma constanle é a própria conatame 

mm = % <®*W ] = í i wp = f 

í' i 

2. Müllipücando uma variável aleaíóna. X por uma constanta. sua média 
rauEtipJícacia por essa consianta. 

£[Í<X] - X %P(x ; ) = K X = «•£[«•] 


fi ca 


3. A média da soma ou da diíeraníía de duas variáveis aieatórias é a sonií 
ou ditsrenga das médias. 

Kix ± yl - X Z (*/ ± y¡i P(J <¡. y¡i = £ X *, p (* ■ y¡) ± 

i i " t i 


! n f, p t*¡* y¡> - 

t i 

= I I P()f r , ± £ y¡ X p&í- y ,> = Z *, pc*/) ¿ 

^ í J j; "f 

± I P(jji = eM±£in, 

í 


4 . Somando ou subtraindo uma consiante a uma vafióvel aieaiória. a sua 
média fica somada ou subtraíd-a da rnesma consiante. 

E[X - K]= E[X ] ± E[K\ E[X J ± K 



A médía de uma varíáu'el aleatória centrada é zero. 

Diz-se qjje a variáve! aleatória eslá centrada quando se catcularn todos 
üs desvros {x- - ll^). Assim: 

¥V* ~ ^ix) 1 = f = v x ~ % = o 

A média do produto de duas variáveis aleatórlas independemtes é o pro- 
duto das rríédias. 

i s ** • Y j ■ p(X),yj> 

t j 

E[XY] X K ' ' p (Xj"\ • Pf.y, i. pois X e Y sáo Endependentes. 

I í 

E[XY] = £ X¡ P(X f ) X Y¡ P(Y¡) 

■L ' w y 

B[XY\ E[X¡ ■ E[Y] 


2.2 Mediana 

bfediana de uma variável aleátória é o vaior que divrde a dístribui^ao em 
partes iguais. ou seja, F(Md) = 0,5, onde Md = mediana. 

i^mpío: Seja /urua variávet a'eatória com s seguinte- funpao reparlipáQ: 
F{x) = 0 para x < 0 

F {x) = p ara 0 =s x < 1 

F(jí) = 1 para x & 1 

Líjgo a mediana seró o varor de x lal que F[X = Md) = ^ 


m * = i 


Md = 









.3 Moda 


= : vaíor da variáve^ com maior probabifidade, se X íor discreta, ou maior 
ie sé X for contínua 
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Exemplo: 

a) X é uma varíávet aleatória discrefa, tal que; 


X 

-1 

0 

£ 

PPO 

0.3 

0,2 

0,5 


Lago, a moda será □ 2. 

b) X é uma variável ateatófia contínua, tal que; 
f m (x) = 2x para 0 <. X í t 
/ÍJí) = 0 para ouíros vator^s 

O gráfico de f (*) é: 



Enfáo: Moda m D = 1 

iobserve o gráfico) 
M&dtana: 

F{Md) = 0,5 


logo 



2x dx = 0.5 — 


2x ¿ 
2 


Ma 

0 


m 2 = 0.5 


portanto Md = 
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2.13 MEDIDAS DE DISPERSAO 


2.13,1 Varíáncia 


Deffne-se variáncia de uma variável aleatória eomo sentío. 



Para X discreía: cr^ X iXf — J- 1 , P P 
Para X continua: = J ix f - ¡u 1Jf) ) 2 /íx) c/x 


.13.2 Desvio-padráo 


^or deíinigáo, desvio-padráo é a raiz quadrada da variáncia: 





Pode-se encontrar uma fórmula mafs prática para o cálcuto da variáncia: 
= E[iX- li. ,/] = E¡tX - 241, + $] = 


= EÍX 2 ] - E[2Xp \ + fín^] 


= E\X 2 ] - 2íi,E\X] + |i| = 


= EIX 2 ]- 2ti y • H, + ¡4 



irledades da Variáncia 

Seráo demonstradas nara o caso de variáveis discretas. 
variáncfa de uma constante é zero 

WL = EUK ~ = E [OÍ- Kfi = 0 
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2. Mültipltcando-se uma variável aieatóna por uma consíante, sua variánc 
fipa muiíiplicada pelo quadrado ds constante. 

4.) - £ k» - kcmí 2 ! = »PÍ - ■$$! = 

= &eux - 

3. Somando-se ou subtraÉndo-se jma constante á uma variável aEeaíórii 
sua variancia nao se aÉtera, 

o 2 (X ± fCk = o^íXl + d*(fO -- o z (Xi pofs c¿[K) = 0 

4 A variánda tía sama ou diFeren^a de duas variáveis aleatónas mdepen- 
tíentes é a soma das respectivas varíáneias. 

&& ± V) = E E[(X ± Yi- (|*x t (lyjñ = 

= E[[(A- - M¡( ) ± (Y - jjpfí = 

= E [IX - u/1 ± 2 E[iX - jg (y - iy! I Effy- f/ 11 ! 

mas, E[(X - - l V - j/] = E[(X - ji^)] ■ E[l Y - ji y )j = 

= COV^ - 0, pois X % Y sáo mdtípendentes, Onde COV y¡ , = covariáncia. 
entra * e y \feja ua próxima se^áo. 

Portanto: 

o 2 (X ± ^iXi ■ <¿iY) 


Exempio: Seja X ums variável alaaíória contínua com a seguime tuníác dsnsidade: 


/(*) = 0 

para 

x < 0 

!(X) - 3j¿ 

parg 

□ ^ x < 1 

/(X) = 0 

para 

x > 1 


Calcuiar: E [X|. Var [X¡ e Desvio-padráo 

r 00 1 1 

E [X] = J x f [ x! dx — x 3x 2 dx = 3 j x 3 dx - 


|X t 

4 



3 

4 
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4 CGVARIÁNCÍA E COEFICIENTE DE CORRELAQÁO 

0 gr^ü de dispersáo confunts e de assocíagáo linear eníre duas varíáveí's 
Hiórias podem ser avaímtíos pafe ccvaríáncia e coeficieniG ds correiapáo. 

14,1 Covariáncia 

Dsfine-se covariáncsa emre a & y como: 


CDV xy - E[íX r - )i¿ iY f - ú y ñ 
Desenvolvendo-se os parénteses, obtem-se a íórmula prótica; 


CQV X y = E [XV] - n, 


4.2 Coeficiente de Correla^áo 

Deíme-se coeliciente de ccrrelacáo entre x e y como: 



1 ^ p xy ^ 1 


E[XY\= X X X' - >V P (*{ , para (XV) discreta 


f[*r]=r r y f<x , y\ dx dy 


para (X. V) contmua 





















Exempio Sejs {X.Y) uma variável aieaíóna brdimeoskjnai discreta eom 
seguiñté disiribuigto contunta: 


* ‘s 

-3 

2 

4 

1 

0A 

Qt2 

02 

3 

0.3 

0,1 

0,1 


CaícüJar G&V x y e ■ 

Prímeiramente convem encorrtiar as distribuiQóes margtnais cfe X e 
|Lembre-se &ama das linhas e das colunas). 


X 

1 

3 

Y 

-3 

2 

4 

Pix) 

Q.5 

0.5 

P(Y) 

0.4 

0,3 

0.3 


Entác: = HO t S) + SiO.S) = 2,0 

- - 3(0>4) + 2(0,3) + 4(0.3} = 0.8 

E[X £ 1 - fl ) 2 0,5 + lS) 0 ^0,5 - 5,0 

E[Y «j = (-'3^0,4 + 0 2 O,3 4 (4^0.3 - 9,6 
= 5 r 0 — i. 2 , 0) 2 = 1 -$ t ' 1 

df y> = 9.6 - ÍOfif = 9-2.4 * o iyfc = 3.04 

E[XY]= X *) Vj) 

- H-310,1 * 1(2)0,2 + 1 (4)0.2 + 3(-3.)0,3 + 3(2-0,1 t 
+ 3*410,1=0 


Logo, 


COV xy - 


P*ir = 


iz [XV] Mír My. 

0 - i2)r0.6) - - 1,2 
_ E[X Y] - - I^ - 


O L 


(1113.04) 


= -0,39 


Sfi 
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feonsidere a seguinte distribuigáo conjunta de X e V: 


Y 

Jp^ 

-2 

-1 

4 

5 

1 

0 r 1 

0 r 2 

0 

Q + 3 


o r z 

0,1 

0,1 

0 


acbar as distribuig&es marginats de Xe Y: 

tfl caJcular E[X). É\Y] e E[XY ]; 

C' calcuEar ccvariáncia entre X e Y; 

dí calcular o e cr : 

* # 

e) calcuiar p - 

f) a$ variáveis sáo Independentes? por qué? 

Sejam M e N duas variáveis aieatórias com as seguintes dístiibuigoes: 


W 

1 

3 

N 

3 

10 

12 


0,6 

0,4 

P(N j 

0,3 

0,5 

0,2 


a achar a distribuicáo conjunia de (M.N): 
d ■ calcute £[M] e í: [/VJ; 
cj caicuiar e 

d) qual é 0 vñlor de P w ? por qué? 

Dada a seguinte fungáo densidade conjünta de {X,Y ): 


Ux, y) = 


3 x 2 y + 3 y 2 x 
0 


para 


0 x 1 

0 y ^ 1 


Dara oulros valorss 


a) determinar as furrgóes densidades marginaís de X e V; 

b) calcular £[Jí] e E[Y\; 

c ) catcuiar a^ X| e df y . : 

d) calcular P(0.5 * 0,75); 

a) calcular c coeficiente de correíagáo entre Xe V. 
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4. Suponba que {X.Y) tenba a seguirite funpao denstdarie de probaüiíida! 


i(KY) = 1 


x -i- y ria r ?i 


Q < x < 1 
0 < y < 1 


Q 


para outros vaíores 


a) tíafcuié a$ distrFbuÉpóes niargmais de X e de V; 

b) calcuie £[)<]; 

c) caícule E[X|: 

d) covarfánda eníre X e K 

5. Unia varfável aleatoria X tem uma densidatte de prcbabiiidade cfada 

K 

f(x i - no Imervalo 1 x ^ 2, e 
x 

f[x) - Q, fora. desse intervaíc 

a) deternnine- K ; 

b) deternrrine p w ; 

c) determine a medians de X; 

d) determínai a moda de X; 
e.) oaloule a variáncia de X . 

6. Xé uma vafiávél áíéalória contínua. tal que / (x) = Xx 2 - K>' 3 para 0 --- r x -v 
e /(.*) = 0 para outras vatores. 

a) aotie X; 

b) calcule a esperanga dé X; 

c) calcule a mediana de X, 

d) determine a variáOGía de X 

7. X é uma Variável aieatória discreta, taf que a lungáo répartigéc é da. 
por: 


F(-2) - 0 : 3 
F(2) - Q,B 

a) calcule a média de x; 

b) calculc a modá de X; 

c) P(- 1 < x 4)?'- 

d) oalcuie a variáncia. 


F (0) - Q,5 
F(5} - 1.0 


F('1) * 0.6 


SD 






X é uma vahávei aleatória lal que a funqáo repartioáo é dada por: 



a) calcule a média; 

b) deterrrtÉne a mediana; 
c; calcule a vartáncia 

r r 


! Mcstre que COV xy = E\XY] - u, H y 

L Determmar a mécfia e o desvio-padráo do péso liquido de um produto, 

Í saüendo-se que a nnédia do peso bruto é 80Ü g. com desvio de 20 g b o 
oeso da embalagem tem peso rríádio de 100 g. com desvio de 10 g, 

1 A fung.áo de probabilidade conjunta üe duas variáveis afeatórias discretas 
X e Y é dada por P{k, y) = cxy para x = 1. 2. 3 e y -= 1, -2, e zero em 
lodos os outros casos. Determine: 

a) o vator ctas constante c : 
p a íabélñ de dcsíribuigáo conjunta de {X Y ); 


¡ C! P(X = 3, 2)\ 

ú F( 2.2); 

I») 1); 

If) P{V= 2 ); 


c a médla de X 
|| a varsáncta de V: 

Q 


a covanáncia enlre X q Y: 
o coefíciente de correfagáo, 

Y) é uma varfávaí bfdimensionai contfnua com a fungáo densidade 
ijunta: 


c íx 2 + y 2 ) 0 jr ^ 1. 0 -e- 1 y 1 


tix. y\ = 


0, em casc contráho 


rmme: 


a constante c 


P{X < T/2, V > 1/2}; 






c) P 


d> p'v < l 


4 


< X < 


3 


4 



13. 


14 


15. 


16. 


0 ) se X e Y sáo pndspsnde^tes: 

t) a covariáncia entre X e V; 

g) o ooeticiérscra de correlagáo eníre Y e X. 

Ljm jogo consisíe em se atirar um dado; se der taces dois ou crncü, a 
pessoa ganha £ 50,00 por ponto obtido; se der faces um ou seis. a 
pessoa íjanha $ 1QO r OO por ponto obtido; se der taces r res ou quaíro, 
a pessoa paga 5 150,00 por ponto obtído. Responda: O |ogo é hones- 
Lo? Calcule o desvio-padráo da dsstrjbuiqáo 

Em uma classe. há 6 hnmens e 3 muiheres. Sorteados 3 alunos ao acasó 
e sem reposlgáo, faca X-: VA núrnero de hamens sorleados. Calcule aj 
mádsa, a moda e o desvio padráo da distribrjicáo 

Um processo de fabrtcagáo produ^ pegas com poso médio de 30 g e 
dssvio-psdráo de 0.7 g. Essas pegas sáo acondicionadas em pacotes de 
uma decena cada. A embalagsm pesa em média 40 g, com variáncia 2.25 g 2 
Qual a média e o desvio-padráo do peao total do pacoie? 

O lucro unrtário (L) de um produto é dado por L = 1,ZV — 0,6C - 3,5. 
Sabendo^se que o pregc unitário de venda (V) tsm media 3 60 r QQ e 
desvíó-padráo $ 5, 00, e que o prego do custo unltário (C) tem uma 
distnbuigáo de m£>dia $ 50,00 e o desvio-padráo para $ 2,00, qual a 
média e o desvio-padráo do fucro unitár¿c? 


13. 


14 


15. 


16 . 
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Modelos de Distribuiqóes 
Discretas de Probabilidade 


3 

r 


Nests capítulo ssú apresentacíos os princtpais modelos cie dísiriPuicoes 
m prot>abilióades para variávels dlscreías. 


3 DISTRIBUIQÁO DE ‘BERNOULLI 


Suponhsmos a realízagáo de um expenniento E, cüjo resultado pode ser 
jcassc (se acontccsr o evento que ncs interessa) ou um fracasso (o 
náo se reaíiza). 

Soja x a vartável aleaiória; sucesso ou fracasso. 

| X —* JC| = 1 (sucesso) oü x 2 = 0 (fracassol 

P(X¡ =p P(* 2 ) = 1 ~P.~ <? 

Dlz-se que esta vanavel, assSm detinida, tem uma disíribLiipáü de ■Bernoulli". 
Suas principais características; 
t 

m = I, x i p W = 0 ' + 1 - P P 


ia ; ofjo = £[<*, - ii) 2 ] = Ei*?) - n| 


WJ 


Épíj 2 ] = 2 4 P(jf,) = 0 2 q + 1 Z P - p 
0 

= P - P 2 - Ptl - P) = P¿? 
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3,2 D3STR1BUÍCAO BINOMIAL 


Traíü-se de uma distribui£áü cie probabüidade adequada aos experimí 
pue aprGse-ntarn aper>as dols resuliados (suceSso ou fracasso). Eeíí? ¡tk 
iundamerfa-se nas segumías hípotsses: 

H1. n provas indepiendentos e do rnesmo lipo sSo raaüzadí 

H2 cada prova admite da?s resuifades - sucesso ou rracasí 

H3. a probabiüdade de sucssso sm cada prova e pe de íraca*: 
1-p» Q- 

Define-se a variáve- V como o nümero do sucessüa tías n provE-js. 

Logo. V pode tomar os valores 0. 1.2, 3. .... n. 

Fazendo sc r C 0 .sso corresponder a 1 s iracasso a 0, olí seja. provas 
BemouilE, tem se: 

o . " 1 , '■ 5 '* " ' 

Para / = ü r uma seqdénda tie n zeros: 0000 ... 0. Logoi 
P(V'= t» = q q - q q ... q=q n 

l • 0 ||T I 1 

Para /-1,. uma seqüéncia rfo üpp: 1000 .. 0; 010Ü ... 0. 001000 i 
seráo n séqüéncigs, cada uma ccm um únfco sucesso e n - i fracassos: 

P(Y-i)~n-p ■q 1 ’-' 

Para Y - y, tem-se y sucessos e \rt - y) frac.as$os. cDrrespondendo 
seqüénctas com y algansmos 1 e n — y zeros. Cada saqüéncia isrá probaí 

dade p ^ cf ~ y & ccmo há ^ seqúéncias dis.tintas, tsm-se: 

L ¥ J 


Pi Y - y ¡ = 


' n' 


■Yn’'-’ ■ y 


P' Q 


que é a expressáo geral da distnfciuicáe Bmoniísl. 

Para Y ^ n t 1em-se uma ssquéncta rfe n uns: 1111 ... 1. logo 
P ( Y = tí) - fp 

jjf L-V \ 

n 


O nome Binomial é porqua 


p y q n v , nada mais é que u termo 




grau y ém p no desenvolvimento do Binomro de ÍNsewion (q py\ 


Itfédia De acorda com as hipóteses. vé-se que Yé a soma de n variave 
do tipo "Bernoulli”, dai 
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hY) = n ^iX>=n P ou 



riáncia Lembrando □ que foi feito acims íerrios: 


Cífv-, = n o?: 


Txi n ■ p q üiiseja 


t'fvi = npq 


iplc: Uma moeda oño viciacfa é Lanqada 8 vezes. Encontre a probabi- 
lidaóe de; 

a) dar 5 caras; 

b) pelo mengs uma cara; 

c) no maximo 2 caras. 

Calcular a medta e variárEds da dislribuiqsp. 

. i -i 

icáo: Sabe-se que: rf - 8. p = ^ e q = ^ 


a) P ( Y = 5) 


Y -> número de caras (sucessos) 

í5 / , \8 5 

0,22 = 22 % 


(s u i r i 'i 

5 2 2 

V J\. ¡ \ / 


32 


b) P{Y^ 1) = 1 - P(Y = 0) = 1 - 


255 

255 


- 0.996 - 99,6% 


C) PiY ^ 2.) P[Y = 0.) 4 P(/ = 1f + PíY= 2} * 

/■ j . .-■7 / \ j -.2 ,■ j , .6 

+ 8 


{1 
2 


1 ( 1 Y í 8 
2 + 




MffJ’ 

2 , 2 

\ J \ / 


1 


■256 + 256 + 256 = 256 = °' 14 = 14% 


1 

A média será: p i:y;j = n p = B Q = 4 


r rn 1 1 

A variáncia será. ajy, - n p - q 8 ♦ - ■ g = 2 
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3.3 DISTRIBUICÁO MULTINOMIAL 


Uma gíiriefalizaípáo dy 3trsomjal resuSía a dísirlbui^áo multinomlal, Assim, 
considere a possibilidade de K aliemstivas, isío é, repadirmos o Espapo AmoS' 
íral em K oventos A.. A 2 . , A r , mLítuamente exdusivos com probabilidades 

p 1? p 2 , ... r tafs que + P¿ + ■■■ + Pk = 1 ■ Entao n provas; a probabilldade 
de que A x ocorra X, vezes, Á^ogorra -- ocorra X„ ; vezes é igual a: 


4^2? ■■■ l | j^Tj 


Exempio: Um dado é lan^ada 10 vezes. Qual s a probabilidade de terem 
aparscido üuas vezes o n- 2, duas vezes o n : ' 5. trés vezes o 
n= 1 e uma vez os dernHES resuliados? 

EnSo: n = 10 p, = ^ = p z - fi* = pg = p 6 = ^ ■ 

Á = (sair o n w /} r i =± 1, 2, 3, 4. 5. 6 

A - *»'%“ ** Jfe - 1 

L *í = 10 



3: X 2 — Xj -- 1; X it - 1; X 5 


10! 

fi > 


í 1 1 

¿ 

i y 

3’ 2' 1' 112! 1! 

B: 

/ 


6 

\ / 


L*J 


- 

X 6 

1 ' 

I í 

6 

j 

► 




0,0025= 0.25% 


3.4 DISTRI8UICÁO DE POISSON 

Em muitos casos, conhece-se o númertí de sucesscs. porém se toma 
ditÉcil e H ás vezes r sém sentido. determinar o númeró do ffaoessos ou □ númefo 
total de pmvas Por exemplo: Auíomóveis que passam numa esquina. Pods-se 
num determlnadb intervalo de iempa anotar o númerp de carros pue passaram, 
pgrém, o númoro de earros que dei^arsm tíe passar pela esqulna náo pDdara 
ser Üetermrnado Da mesrna forma.. o nümero de omendas num roio de fita 
colante, Pode-se detorm:nar quantas emendas exi^iem, pcrém náo é posstvol 
contar quanias emendas nao QCorrsram. 

Anatisando os exempíos acima. verifica-se que há uma varíável f e quando 
r -? «o 3 probabfiidade tendo a aumemar. 
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Para '^neonirar a expressáo qoe dá a probabilicfade de x sucessos num 
:iiitervalo l algumas hipóteses precisam ser admttidas: 


H1. P{X * liAt i - XAl (a probabiildade de urn sucesso 

H2, P(X > 1, áf > - 0 nura IníervaSo At é proporcionaí 

I H3. P(X = 0, A/ ) = 1 — XAÍ á00 intervalo) 

H4. As ocorréncias de sucessos em intervalos sáo tndeperídentes. 

t t 

Tem-se que: At - ^ , loqo: P(X = 1 f A|) = l 

Para se encontrar a expressáo que dá P [X. f) T ou seja, a probabilidade 
de X sucessos no Entervalc í, pode-se calcuJar c limite de uma disJribuiqáo 

Binomíal ccm oarámstros n a ' - Assim: 

n 


Pix, f) lirr. 

,n »** 


fí ^ 

1 . 

X 

v / 


kt 

n 


?( , _ M 

n 


JT- X 


nin-1) (n-2U- - ln-x + A} \Xt) x ^ _ lt 


n ->: ^ 

= Itm 
n--t ■= 


m 


rt[ñ— 1) tr? — 2).,. {rt-X 


n x 


Xt') 




M 


rt 


j \ 


n ■ n n 


+ v) _ átf( yfr xr 

n x\ n n 

V J \ ) 


,-x 


= iim 

n—t* 


( 1 \ 2 ( x + 1 \ 

t - 1 - . . . 1 - 

o, rt . n I 

V. /V J \ J 


u 

n 


-X i 


1 - 


Af 

f? 


\ n 


Xl* 

xí 





Portanto 


que é a fdrmula para □ cáJculo de vafsáveis com disiribuicao de Polsson. Onde 
>. é o cceíiciente da proporcionáfidads e e-2, 7,„ 


Média 


Pode-Se provar que 


Variáncia Pode'Se provar que 
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ExempJo: Em mécJia há 2 chamadas por hóra nurn certo teleíOne, Calcular s 
probabiíidade de se receber no rrráxjmo 3 chamadas em 2 lion 
e a prababilícíad-e de nenhifm chanada em 90 mlnutos. 


Soíugáo: ¡i - Xf: 2 = )A .. ). = 2 


PtX * 3.3/»} = 0, 21 + PtX = 1,2) 4- P{X = 2. 2 1 i F.X - 3, 2) - 

(4)°e 4 (4f' ; e- 4 _ i4t 3 íT 4 (4^e jl 

01 11 2 ! 3 ,' 

- 0,0103 ~ 0 n 0732 +- 0.1464 + 0,1952 = 0.4331 = 43,31% 


p = Af 

2 = a6Q X ^ 


2 = 1 
60 30 


PiX = 0,90) = 


! 90 ■ 

Q 

i rjD 1 

30 

1 / 



oF 


0,0496 4.98% 


EXERCÍCIOS - SÉRIE l - CAPÍTULO 3 
Oistríbtiipáo Sinomial 

1 ¡Jma moeda é sogada 10 vez&s. Calcular as segulntes probabílidades: 

a) de acorrer 6 oaras; 

b) de dar pelo menos 2 caras.; 
cj de náo dgr nenhuma coroa- 

d) de dar peio mehos unva coroa; 

e) de náo tiar 5 caras e 6 coroas. 

2 Admrtindo-Ee QLte os rrascirrrensos de nrénmos e meninas se=am iguais. 
cafcuSar a probabilidads de um casal cam 6 filhos íer 4 fílhos hamens e 2 
mulheres 

3. Em 320 famihas ccm 4 criangas cada um^. quantas se esperaria que 
tivessem: 

a) nenhuma menina 

bi 3 menfrtos; 

c) 4 meninos. 
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4. QuaJ a probabiíidade de obter ao menos urma vez o ponto 3 em njogadas 
de um tíado? 

■ ..,. 2 

5. llm time X rem ^ de probabrlidade de vitória sempre que joga. Se X jogar 
5 partidas, calculo a probabilidade de: 

aj X vencer exatamente 3 partidas; 
b) X vencer ao rnenos uma partida: 
c} X vencer mars da metade das partidas. 


1 

3 


Se ele aiirar 6 vezes. 


A probabiíidade de um atirador acertar o alvo é 
qual a probabilldade de: 

a) acenar exatamente 2 tiros? 

b) náo acertar nenhum nro? 

Num tesie do tipo certo-eirado, com 100 perguntas, qual a probabilFdade 
de um aluno ; reapondendo as questóes ao acaso. acerlar 70% das 
perguntas? 


Uma variável aleatóna com distriouL^ao binomial teari a tunqao repartitjáo dada 
por: 




F m = 


F í2| " 


1 

243 

11 

243 

51 

243 


131 

243 


- 


211 

243 


% = 1 


Determpnar; 
ñ\ fi 

bi p e q 
c* média de Y 
tí) vaiiáncia de Y 
5 P(Y^1) 

n p (2 ^ y *= 4) 

Se 5% das lámpadas de certa marca sáo defeituosas, achar a probabilidacfe 
que, numa amostra de 100 lámpadas, esccúhidas ao acaso, tenhamos: 

nenhuma cteíeituosa; 
h 3 defeituosas; 
maís do que 1 boa.. 
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tQ r Aplique a definígáo de Média e Variáncia tíe uma Variável Alecitória DÜ| 
cretá para provar qua a média de uma binomfai é n p e a varlS.oail 
r7 ■ p g 

DisUibinpáo Multinomia! 

11. Jogue um tíado 8 vezes. Calcule a probabiiidade de aparecer 2 rrümeras 
2; 2 números 5 e os demsis nümeros r uma vez. 

12. As lárnpadas cotoridas produzidas por uma fábrica sáo 60% verdes, 30% 
aziiis e 10% amareias. Em 5 iámpaaas, enconíre a probabilldade de que 
2 sajarri verdes 1 azul e 2 amar&tas. 

13. O sangue dumarto foi elassFÍicado em a tipos: A, Q, 6 & AB. Numa certa 
poptiiapáo, as probatíüidades destes lipos sáo reBpecüvamerue: 0,40; 0,45; 
0.10 e 0.QS- Qual a prababthdade de que em 5 indjvíduos «scolhidos ao 
acaso haja. 

a) doi5 do Ifpc A e um de cada um dos outros 7 

b) tres do tipo A e dois do tspo Q? 

Distribuíqáo de Poisson 

14. Uma fábrica de pneus veríficou que ao testar seus pneus nás prstas. hav-a 
am métíia um estoura de pneu a cada 5.000 km. 

a) Gual a probabíSicfade que num teste de 3.000 km hajs nc rríáximo um 
pneu estourádo? 

b) GuaS 2 probabüidade de que um carro ande 8-000 «m sem estourar 
nenhijm pneu? 

15. Gsrto posfü de bombeiros recebe em média 3 chamatías por dia. Calcular 
a probabilídade de: 

a) roceber 4 chamadas num dia: 

b) receber 3 ou mate charnadas num dia. 

16 . A média de chamadas lefefonicas numa hora 9 2 Qua! a probábilidado 
de: 

a) raceber exatamente 3 chamadas numa hora? 

b) rsceber 4 ou mats cbamatías em 90 minuíos? 

17 Na pintura de paredes aparecem dsEeitos em médsa na proporpáo ds 1 
defeita por metro quadrado. Qual a probabilídade de aparecersm 3 defel- 
tos numa parede de 2 x 2m? 
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13. Suponha qu@ hsja em média 2 suicÉdÉos por aoo numa popuiaQao de 
50.000. Em uma eitiade da 100.000 habitanies, encontrG a probabilidade 
ú& que sm um dado ano tenha havido: 

i a) 0; 

b) 1; 

c) 2; 

d) £ ou mals suiddios. 

19. Suponha 400 erros de impressáo distribuídos aleaioflamente em um fívro 
de 500 páginas. Encontre a probabrlrdade de que uma dada página con 
tenha: 

a) nenhum erTo; 

b) exatamente 2 erros 

üma ¡oja ateride om média 2 drentes por hora. Calcu3ar a probabilidade 
de em uma hora: 

a) atender exatameníe 2 clrentes; 

b) atend&r 3 Clrentes. 

H Aplicando as deíini^oes de média e varláncía, prove que a média e a 
variáncra ce uma Poisson sáo iguais a Xí. 
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Mqdelos de 
Distribuiqóes Contínuas 

DE PROBABILIDADE 






Os prlncípais motístos de di$h'ibui$cfe£ de vanáveis aEeetorias coníinuas 
sáo apresentados neste capfrulo, 


4.1 DISTRIBUICAO UNIFORME OU RETANGULAR 


X é líjtcs vanávef unríormem'Snte disiributtia nu intñfvaio [fl. üj se sua 
íuc.cbü densidade for riada pc?r 


ñxl t 0 



Sua fun$ao reparrfcáo é: 
FfXJ =0 



F(JíJ - 1 


pa-ra x lora ds [a , D] 

para 3 x ■--= b 

para jí < a 

para ¿¡ "■ x < □ 

para T? b 


Pcde-se ctemonsírar que a média e a vadánd-a sao dactas por 


a + b 

■- 

ifo — Sffé 

UfjíS = 

**&> - 12 






















iplo: (Jm ponro é escoShrdo ao acas q no segmento dle rela [Q, 2\. Qual 

3 n 

será a prohabiüdade de qua o ponto ©scolhrdo esteja entre 1 e J 

hazendc X representar a varlávei escolher um ponto de [0, 2 ] íem-se que a 
io densidada de X é dada por fíx) - . -j— — 0 = ^' P aT3 0 ' x ' 2 


3 \ r*' 5 1 w 1 

15T5 2 =) , 2^=4 


.2 DISTRIBUKJÁO NORMAL 

E a mais importaníe distribuidáo de probabiíidade, sendo aplioada em 
isros fenómenos e utüizeda para o desenvoMmento teórico da estatísttea. 
íbém conhecida oomo distriburpáo de Gauss. Laplace ou Laplace-Gauss. 

Seja X urma variáve! aieetória coniinua. X terá distrsbLugáa normal se: 


f{ar) -e ^ 

cr T)2n 


u* < Jf < K 


íe: p = média de distrrbui^ao 

a — desvio-padráo da distríbufóáo 
je - 3,1416 ... 

B = £,7 .... 

Sendo seu grálico: 



Para o cálcuio das probabtlidádes t surgem dots grandes probiemas. pe- 
jiro, para a ímegracáo'de f{x). pois para o cálcuio é necessário o dess'- 
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volvimsniG em sértes: segundo. $éria a elaboragao tíe uma J.abela de probabi- 
fidades, pdis f(x) depende de doís parámetros, fato este qus acarrstarla um 
grande irabalho para labelar éssas probabilidades conskterando^e as várias 
combinagoes de p e cr 2 . 

Esses prablemas podem ser soiucionados por me^o tíe uma mudanqa de 
variável, obtendo-se. assrm. 3 distribuigáa rjürmsJ padronizada ou reduzida 


4.2.1 Distrtbuigáo Normal Padráo 

Seja Zucna variáveí alaaíória lal que _ 



em que X é uma variável norrnal de médía p e variáncia rr J . 
Entáo a média de z será; 


E[3 = E ¿ í[X - rii = - W - = | % ~ PÍ = 0 


E sua varíáRóia: 



Logo, a runqao densidade sora- 



y&óf 



0 
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a média 
o¡ assim 


da tabela tía 


;omo foi vs&to, o 
ia de um sino e 


RfíOPRtEDADE 

*f fjr) é simétrica em retagáo á origem x = p, ou q> í?) é simétrica em 
io á origem Z = 0. 


Gorro a módia de Z é 0 e a variáncia 

calculadas e táfteladas. Nos exempioa 
jíriboigáo normal padráo, 

Para se registrarem distribUÉgóes normais usa-se a seguinté notagoo: 

X li té-se N a variávct aleatória X íem distributgáo normal com 

média j.l e variáncia (t 2 ." 

Z -- NtQ ; 1) le-se 'a variável afeatória Z tem dístnbuigáo normaí com 
média 0 e varíáncia 1." Ou, simplosmonie, distribuigáo 
normal padráo. 


.2 Propríedades da Dislribuigáo Mormal 


jráfico da furrgáo densitíade tíe uma - --♦ *— 

é siméLrico em relagSo á métíia 

iica-se que o "acnatamenlo'’ está d'retamente itgado ao vamr ce 
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2* PROPRtEDADE 

■fíx) possüi um máxÉmo para 
x = p. ou íp u) possui um máximq para 
Z- 0, & nests caso sua ordeíisda vale 0.3S" 



3* PROPRiEDADE 

tsnde a zero quando xtende para -f ■» du -™, o mesmo aconieosn- 
do com <p (x) quando Z — > ± « - 

Isto é, x au z sáo assíntóias de f[x) ou [z) r 

4 S PROPRiEDADE 

"f{x) tem dois pontos de inliesíáo cü[&= abscissas valem ll - c s p - n, 
ou í-p (z) tem dois ppntos ds infiexáo cujas abscissas valem + 1 e -1 
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4.2.3 Combinacáo de Dístribuicoes Normais 


"A combánagáo Jinéar de varfáveis com distribuígbes normais indeperi' 
nt&s é também variáve! corrr disiribuigáo normaL" 

Por eicemplo: se X e Y sáo variáveis aleatcrías com distribuigáes normais. 
táo: 

IV = aX + bY + c 

terá distribuigáo normal com: 

|i(w) a |i.(J( r )+ b ■ jll (y) + c, e 

Atvi = a 2 - o^íJfí + íf ■ o 2 (/) 

jsto é. em particuJar f a soma du diferenga de duas variáveis aleatárias 
•rrnais também é uma variáve! aJeatória normal. 


4.2.4 Uso da Tabela de Distribuigáo Normai Padráo 

Há vários tipos de tabelas que oferecem as áreas [probabiEidades) sob a 
curva normat padráo. O iipo mais freqQentc é a Tabela ds Faixa CentraE. 

A Tabela de Faixa Centra! óé a área sob a curva normal padrao entre 
:=0e quaJquer vaior positivo oe z. A simetna em torno de z = 0 permite obter 
i ársa entre quaisquer valores de z [poSFtivos ou negativos). 



A Tabela ufsreoe a área eníre 0 s z Q ou P (0 =£ z - z^). 

Exempfo: Desejam-se as probabilidades: 

a) P(0 í z c- 1) 

b) P(-2 r 55<z< 1,2) 

c) P(z-> 1.93} 
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No c£$a a) tem-se: 



0 


z 


Para ae obier probabHidade, bas'a entrar com a abscissa 1,0 (na primstra 
coluna) e 0.00 (na primeira linha) da Tabeia. Assirn: 

P (0 ^ ^ 1) - 0.3413 

Garríirme o resultado. cojisultandc a Tabela 1 no fmal cfo llvro. 

No caso b) 



-2,55 0 T2 


Enira-se p na Tabela, com o ^a'or 1,2 na l 3 coluna e 00 na 1“ Imha, 
obtendo 0,3849. 

Lembrando a prcpn'edade da simetria em ralegáo az-0, entra-se com 
2 r 5 na cduna e 05 na primeifa hnha, obtendo 0.4S46. Poríariíü, 


P (“2,55 < ¿ < 12) - 0,3849 r 0,4946 = 0,8795 
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caso c) 



Entra~se na Tabela cütti 1.9 na 1- coluna e 0,03 na 1 a linha obtendo 
"'32 Porém. essa é a area oompreendida entre 0 e 1,93. Lembrando que 
a'ea ennbaixo da curva vale 1 e que a funqáo é simétrica ern relagáo á origem 
r* 0. íem-se 

P(z> 1,93} = 0.5000 - 0,4732 = 0.0268. 

iplos: 

As alturas dos alunos de determinada escoia sáo normalmente distri- 
buídas com média 1.50 m e desvio-padráo 0.30 m. Encontre a probabili- 
dade de um aluno Fnedir: 

a} entre 1,50 e 1,80 m; 
b} mars de 1,75 m; 

C; menos de 1 c 48 m, 

Qual deve ser a mecfida Trinima para escoiharmos 10% des tnais aJtos? 

ii;áo: Sabe-se que p = 1,60 e ít - 0.30. 

Faga X a varíáveJ normai altura dos alunos. Entáo' 
a) P[1,50 * X ^ 1,80) - PU, Z * = 

= P{^0,33 - / ^ 0,67} - 

0,1293 + 0,2436 - 0,3779 - 37,79%. 


X-u 1,50-1,60 

em que ^ ^ n ™ = -0:33 - 

- 0,67 


z 2 = 


<j 030 

# - \x 1. 80 - 1,60 


<T 


0,30 
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Piz < I P(Z ■ - 0,41 = 
0.50Q0 - 0,1554 - 0,3440 

1 3 4S - 1,50 _ 

0 r 30 “ ' 


h) P [X > 1,75} = P{z > z^\ = Ptz > 0 r 5l = 

- 0,5000 - 0.1915 = 0.3085 


= 0,5 


.48') 

em que Za 


SO 


























d) £ o problema inverao dos itens antenor&s, pois neste caso 
tem-se a probabilidade e deseja-se a medida: 




i .60 X-? 


Para se encentrar c vafc>r de i r que dei>a 0.1 0. á direita, deve-se entrar 
na tabeia com 0,40. assinn descobrímüs que z = 1,28. Lego. 


z - 


^ I2fi_ 160 
o 1 0,30 


portanto X _ 1,98 m deve ser a meclida para se encontrar 10% dos 
maís aJtos. 

Um produio pesa, em mddia, 10 g, com desvio-padráo de 2 g É embaíado 
em caixas com 50 unidades. Sabe-se cue as caixas vazias pesam 500 g, 
com deavío-padráo de £5 g. Admitlfido-se uma disiribuigáo normal dos 
pesos e ¡ndependéncia entre as variáveis dos pesos do produto e da 
cajxa, catcular a probabilsdade de uma caixg cheia pesar mais de 1.050 g 

Solucáo: Peso rio Pndíluto: - 10 e c p - 2 

Peso da Caixa: ii r = 500 e o c = 25 

itSo, a média da catxa cheia será: 

Utotai = $§ * 10 + 500 = 1.000 

Quantc ao desvic-padráo da caixa cheia. deve-se Eembrar as propriedades 
da variáneia Assim: 

c rf , aí = 50 ( Var. do produto) i Var. da Caixa: 

= 50i:2'i 2 t {25f = B25 

Portanto, o desvio-padrio do total será: 

- J 825 * 28,72 


Bt 












Entáa, 


P<X > 1.050) = Pu > = P(z > 1.74i = 0,5000 - 0,4591 

= 0,0409 = 4,09% 


1,050 - 1,000 , 

em que z, - —. g» 7g = 1./4 




4.3 DISTRIBUigÁO EXPONENCIAL 

A Gcsiribuigáo tís probsbilidade üo intervalo t enrre dois sueessas conse- 
cutivQs de uma Íei de Poisson é a distribuigáo &xpcnenciai. 

Sua íungso densidade é dada por: 

f{t) = 0 para / < 0 

f{t) = Áe - * 1 


para í > 0, Á > 0 


O gráíico de f(t) é dado por: 



B2 
















.3-1 Funcáo Repartt^áo: 


para / < 0 ; F(t) = 0 

para f ^ 0; Ftt)= X ÍT^dt = 1 - e -Aí 

Gráfaco de F(f) 



Conhecida a fcnpao repartigao de t, pcde-se fadimeofe aeferminar: 
PiT ü y = 1 - = 1 - [1 - e“Hi] = jg*g 

Veja o gráfíco: 
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Quanto á mádja: 




Quanlo a variánda: ¿ 


Exemplo; Gs defeítos de um tecido aeguerri a disif:buigáo de Poisson 

média de um défeito a cads 400 m Quai a probabilídade de qi 
o intervaio entre dois deíeitos conaeculivos seja: 

a) no mínimo de 1,050 m; 

b) entre 800 e 1.000 m, 

Calcule a média e a variáncia da distdbuigáo. 


Solugáo: Sabe-se gue na distnbuigáo de Poissort. 

p. - 

fogo 1 - X400 X = 


1 _ 

400 


a) Prf 1,000) = e H = e 


* D03 

J£ * = e" ¿ ' 5 = 0.0821 = 8,21% 


b) PtBOO l 1 0001 = Ptt 8001 - P(f =?: 1.000) 

_ sijy _ i r gqo 

= Q +ÓÍI e e -2 _ e -Z,;5 0.0532= 5,32% 


Quaníp á média e á variánciñ de t 




i 

400 


= 400 m 


4)" ¿ 


1 


1 ■] 

400 


,2 


= 160000 m 2 


EXERCICIOS - SÉRIE I - CAPÍTULO 4 


Distribuigáo Uniforme 

t Um ponto é escolnido ao acaso no segmento de reta [1 4j Galcular. 

a) probabüsdade de que o panto sscolhido esteja entre 2 e 3: 

b) entre 0,5 e 2,5: 

c) seja exatamenta o 2: 
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d) a média ciessa djstribuigáo; 

e) a variáncía, dessa distribuigáo. 

I Calcular a expressáo para 2 média e variáncia de oma variável uniforme- 
mente disiribuida entre a e b. 


3- Supont’ia que X seja uniformementá dislribuído entre [—a, a], em que 
a > 0, Quendo possíve!, calcular a de modo que as seguinies reíapoes 
sejam satisfeitas: 


a) P (X > l ) _ 

b) P[X > 1) = 


c) P 


d) P 


X< 2 


X < 


1 \ 


t 

3 

t 

2 

= 0,7 

- 0,3 


Dlstribuigao NormaE 

Faqa z uma variáveJ com distobuigáo normal padronizada e enoontre (use 
a tabela); 

a) P(0 =£ z 1.44) 

b) P (-0,85 < z < 0) 

C) P (—1 r 43 < z < 2,05) 

d) P(0,72 < < 1,B9) 

e) P|Z 1,08 3 

f) Piz^-0,56) 

I g) P( |2 f ^ 0.5) 

5. A duragáo de urn certo componenie eletrdnico tem media B50 dias e 
Ctesvio-pacráO 45 dias, Calcular a probabüidade desse componente durar: 

a) entre 700 e 1 .000 dias; 

b) mais que B00 dias; 

c) menos que 750 dias; 

d) exatamente 1.000 úi&s. 

Qual deve ser o númGro de dras necessários para que tenhamos de 
repor no móximo 5% dos OQmponemes? 







6. Gs pesos de 600 estudantes sao normalmente distnbuídos com médía 
65.3 kg e desvio-padráo 5,5 kg. Encontre o número de alunos que posam: 

a) entre 60 e 70 kg: 

b) mais que 63,2 kg 

7. Supanha que as notas de uma prova sejam normalmenta disíribukias com | 
médta 73 e desvio-padráo 15. 15% dos alunos mais adiantados recobem 

a noía A e 12% dos mais atrasados recabam nota F. Encontra o míniTno 
para recebar A e o mEnimo para passar, náo receber F. 

8. Uma fáhnca de prFeumáticos tez um tesíe para medir o desgaste de seus 
pneus e verfficou que ele obedecta a uma disirihujpáo normal de media 
48.GÜG km e desvio-padráo 2.ÜG0 km. Gaicular a probabilídade de um 
pneu escolhido ao acaso: 

a) dure rnais que 46.000 km: 

b) dure entre 45.000 e 50.000 km 

9. X é uma vanável afeatória contrnua. taí que X = A/(12,25). Qual a proba- 
bilidade de uma observagáo ao acaso: 

a) ser menor do que -3; 

b) cair en?re e 15. 

10, O saiáric semanal dos operáríos índustriais sao cüstribuidos normal- 
mente em torno de uma médla de S 180,00 corrr desvio-padráo de 
S 25,00. Pede-se; 

a) encontre a probabilidade de um operário ter salario semanai situa- 
do entre S 150,00 e $ 178 p 00; 

b) dentro de que deavios de ambos os lados da média, cairáo 96% dos 
saíárbs? 

11. Certo produto tem peso módio de 10 g e desvlo-padráo 0.5 g. É embalado 
em caixas de 120 unidades qufi pesam @m média 150 g e desvto-padráo 
8 g. Gusl a probabtlidade de que uma caixa cheia pese mals da *.37D g? 

12. Determinada máquirsa enche tatas baseada np peso b-ruto com média 1 kg 
e desvio-padráo 25 g. 

As latas iém psso de 90 g com desvio-padráo 8 g. Pede-se 

a) a probsbmdade de uma lafa conler menos de S7Ü g de peso iiqutdo; 

b) a probabilidade de uma lata center mais de 900 g de peso liqgido. 

13, Um aviáo de turismo de 4 lugares pode levar ums carga úiil de 350 kg. 
Supondo que os passageiros tém peso de 70 kg com dístribuígáo normal 
de peso e desvio-padr§q 2G kg, e que a bagagem de cada passageiro 
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pese em média 12 kg, com tíesvio-padráo 5 kg e distnbuigáo normal do 
ipeso. Calcular a probabilictade óe: 

a) havc-r sobrecarga se o piloto náo pesar os 4 passageiros e re-spectsva 
bagagem; 

b,i que o prloto tonba de tirar pela menos 50 kg de gasoiina para evitar 
sobrecarga. 

Em uma distrifciujQao normal, 28% dos elementos sáo superiores a 34 e 
12% rnferiores a 19. Encontrar a medsa e a variáncia da distribuipáo. 

Seja V uma fungáo tal que Y = X t + X 2 + o as variáveis X t sáo 
i-riependentes com as seguintes distrÉbuigóes: X x = N{ 10;9); X, - /V{-2;4); 
i = N(B r 25). Qual é a distribuigao de V"? 

Suponha que o diárnetro médio dos paralusos produzidos pcr uma fábrica 
á de 0,25 pofegadas, e o desvio-padráo 0.02 pofegadas. Um parafuso é 
considerado defeituosa se seu ciámeiro é maior que D,28 potegadas ou 
msnor que D.2C polegarias. 

a;■ Eric-gntre a porcenLagem de parafusos defaiturisos; 

I b) Gual deve ser a medlda mníma para que tenhamos no maximc 12% 
de parafusos defeituosos? 

Suponha que a durapáo rfe vitía de dois equipamentos e &, tenham 
respectivamente distrrbuigóes: N (45;9) e N {40.36). Se o equipamento ti- 
vdr quo ser usado por uiti periodo de 45 horas, qual detes deve sor 
prefendo? 

Ccrta maquina de ompacotar determinado produio oíerece vanacoes de 
peso com desviú-padráo de 20 g. Em quanto deve ser regulado o peso 
médio do pacote para que apenas 10% tenharrii menos quc- 400 g' 7 

Caicule 3 probabifidade de um pacote sah com mais de 450 g. 

Sendo X ú N {f_t; o 2 ), determine; 
a) P (p — a í X =£ fx + u) 
b} P (p - 2o t X í |i + 2o) 

c) P — 3t> i X í fi t 3o) 

d) P (u — 1,5o i X s ji + 1 r 5a) 

e) P(u - 3,5c s X s |i + 3 T 5a) 

Com base nas respostas obtidss no exercicio anterÉor. pode-se concluir que; 
para qualquer disfribuiqáo Mormaí: 

a) o Entervafo cornpreendico entre o valor rfa cnédia menos l um' : desvio-padrao 
e o valor rfa mériia mais 'um" desvio-padráo contém aproximadamente 
60% cfas ob$en/ap6es, 

Elabore conclusoes semethantes. considerando os resuliados obtidos 
nos oufros itens do exercíóÉo 19, 
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Como vocé verá m capílulo 5, os perceníis fPfl sáo medidas est.., 
que divrtíem uma distriburqao em 100 paries igiieis. Da m&sma For¡ 
decís ( Di ) divfdem a disíribüicáo onrt tíc:z paríes Iguais, onquan.to os J 
{Qt) dfvidcm a distribuÉgio em quatrü parlos iguais-, o 3 mediang (J 
vide a distribui$áo em duas partes iguais. Ou seja: 


percentis 0 1% áfc 


P P 

'í r i 


59% íl 

—I— 


yy 


d’zcis 


0 

I— 


10% 


o. 


90% 10t 


u 


quorns 


0 


25% 


O. 


50% 


75?4 


100% 




Q, 


rnetfianj 


50% 


1 00% 
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Determine □ que se pede: 

a) P s de uma N (13; 64) 

b) de uma/V{20:100) 

c) D, de uma N {30; 49) 

d) D 7 de uma N (120; si) 

e) O. de uma N (5; 9) 

f) de Líma N (7S; 121} 

g) Md de uma N (30; 40) 

Usarrdo a tabeEa da cíistfibuiQao N (0, 1) detürmine Z n tal que: 

a) P(Z< Z Q )=O a 0S 

b) P{Z<Z Q ) = 12% 
c} P(Z<¿y = 35% 
d) P(Z< ZJ = 50% 
ej P[Z< Z¿=SQ% 

f) P [Z< Z : ) — 75% 

g) P[Z<Z¿--9 0% 
h} P (Z> ZJ = 72% 

i) P(Z> Zj = 0 r 65 

j) P(Z>4) = 0.38 
I) P(Z>^) = Q,QS 


Stí 







Lüui£áa Exponenciai 




Uirra lámpada ;em a duradáo cíe acordo com a densidade de prübabilidade 
s segu'r; 


fit) = 


0. 


r 


■j £ 1.000 * 

1.000 


0 

0 


Determinar: 


a a orobabiiidsde tíe que urra lampada qealquer queíme antes de 1,000 
horas; 

o: a prnbabifidrjceí ce que uma lámpada qualquer quetme depois de sua 
duraqao média: 

ci qua¡ e o desvio-padráa da dlstribuidáo. 

Se as^interruppóes rsc suprirrento de energja elétrica ocoríem segundo 
jma dLStnbuicáo de PoiSSon com a métíig de uma ínterrupgáo por més 
quatro sernanas}. qual a probabllidade de que eritre duas interrupgóes 
consecutivas haja um intervajo de: 

a) menos de uma semana; 

b) entre dez e doze semanas: 

c) exatamence um més; 
di ma s de trés sémanas- 

^Tove qu- f(0 é uma funpáo densidade de probabllidade. 

I Pf&ve que |tv = l . 


Prove. que rtf f( - j 


DISTRIBUICÁO QUl-QUADRADO 

i rata-se de jrn modelo tíe dÉainbuiqáo contínua muito Jmportante para a 
da inferéncia estatistíca. 

5eja í.. x 2 ... x p] M p L ' vanavets aleatonas irídepenoantes, normalménte 
■jidas. com médta zew e variánda i. Deffne-se variável aleatóña com 
urglo qui-Quadrado. como: 

x| - xf + 4 + _ + X£ 
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□ rtde "p' 1 é um parámetro da luniyéo densidace denorriinado gfsu ds l'tb 
Normalmente Lrtíliza-se a Setra grega tp (lé-se íi) pars se Indicar o c 
ilberdade. 

Pode-se demunsErar que a medía de urna distribLíípác.- qei-quadrado é 
sd qrau de Hberdsds, e que a vartáncia é igual ao dobro do numero de \ 
de liberdade Asstm: 


E[x|t = imk| 1 = *? 


Var (x| 1 " iJCÍp) 2t P 


Coníorme □ número de graus de liberdade {vator do pararnetro}, a curv-i 
descreve a funyáo densídade tem determinads forma. ^is algumas dyssas C 1 - 1 ' 

m%) 



A ctístribuigáo qui-quadrsdo está íabeiada, No anexo do livro vocé sr 
trara uma tabela que dá a abscissa da distribuícáo para diversas áreas ■ 
babilidades) da cauda á direita. Asaim: 



l 


Na tabela Eem-se: 
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B 0 :os: a) Admrta parámetro 9, ou seja, ip = 9 e a - 5 %. 

ÍErrrancfo-se na 1 [l coluna com <p = 3 r e na 1- linha com a = 0,05, encon- 
‘ d 3 irtersecgáa dessa linha e coJuna o niíniera 16,9. Grafícamente tem-se: 



i 


o 


b) Sendo (i> - 25 e a següinte distribujgáo: 



2.5% = 0,025 


G vaior da abscissa á direita, chamado qui quad'rado supenor, é obtido na 
entrarrdo-se na 1' coluna com 25 e l ? linba com 0,025. Assim: 


40,6 . 


O valor da abscissa á ssquerda, chamado qui-quadrado inferior, é obtido 
ioela entrando-se na t coFuna oom 25 e 1 ? íínha com 0,975 = (1.000 — 0,025). 
ue a tabela cortsiderB áreas somente na. cauda á direita encontrando-se 
L Assím %% = 13.1. 

c) Consicere uma drsíríbuigáo qühquadrado com parámetro 18. 
Encontre a média varíáncia, oesvio-padráo, medíana, 1- quartíl 
e 90- percentiJ. 
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Múdiana 


90 :: percentif'. 


) = 18 

Variáhpia: - 2(18) 36 

üesvio-padráo: u <yJ Q ) V36 - 6 


t- quzrtil: 


Solucáo 

















L5 DISTRÍBUICÁO í DE STODENT 


Trata-se de um modelo de dístrpbuigáo contínua que se assemelha á distri- 
;ao normaí paüráo. W(0 T 1). É utilizada para inferéncias estatistlcas. particu- 
roote, quando se tem amostras com ismanhos inferiorss a 30 Glementos. 

A drstiibuigáo f tambóm possut um parámetro denominado grau de über- 
ie (íp). A média da distnbuigáo é zero. e sua varráncia é dada por; 

Var U, I - o 2 »,) - ^ ® 2 ($ > 2) 

A distribuiQáo f é símétrica em reSacáo á sua média, 

. 

Eis um sxempío da iorrrta do qráfico da distribuigáo- f de Student, quanao 
^4. 



Obaorve que pará vaíoros de tp - 30 a dÉSíribuigáo 'T' apresenta maror 
srsáo do que a A/(0,1) r já que o desvio-padráo. nestes casos. é maior qo 
1, que é o desvfo-pádfáo da distribuiqio INIormai Padráo, Por exemplo. 
ra íp - 4. tem-se; 

<¡ ((,> = \ 

Se íp - 35 tem¡-se: 


4-2 


1,41 


n (fea) = a/ 

Se ip = 60 tem-sc 

4 


S6 35 S ' 


60 
60-2 


(Í50) A i m j-i — ^ 
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A cSistribuLgáü t está tabelada, No anexo do iivro vocé encontrará uma 
tabela que dá as abscissas da dratribuiqSó para diversas áreas {probabiliüades) 
nas caudas. Trata-se de uma labela bicaudal. Assrm: 



Na tabela proc.ede-sa assim: 



Exemplos: a) Admita parámetro 9, ou seja. q = 3 e u - 5%. 

Entraridü'Se na I 3 coluna com ip=-9, e na 1 g linba com íi - 0 r ü5. encon- 
tra-se na írrtersecqáo dessa linha e coluna o númefo 2,2622, Grafícamente 
tem-se: 


tp-3 



94 













b) Sendo qj - 25 e a = t0%. Tem-se: 





ConftFí: n.í3 tóbeid 


c) Considere uma distribuígSo t com parámeiro 18. Enconrre a 
méoia, variáncsa, desvio-padráo f mediEna, 1 - quartii © 95- per- 
centü. 


rqao: Média: ft (t ia ) = 0 
Variáncia: o 2 U ie í = 


- 1,13 


w ~ te - 2 

Desvfo'padráo: = vl.13 = 1,06 


jsana: 


fogo - 0 


0,05 


gs 






F quartit: 



95 £ ‘ percentil: 



4.6 DÍSTRÍBUigÁO F 

Trata-se de urn modelo de dfsLnduiQáo continua tambem útií psrs infí 
réncias estattsücas. 

A distrtbuiíjao F é a razáo enire duas versaveis ateatórtas independente 
oom dfsínbutgóes qui-quadrado. Assim, uma distriburgao F com 'p" graus d 
hberdade no nurnerador. e “q" graus de líberdade no demmrnador é oxoresse po 






A distribuigáa F possu¡ dois parámetros: grau d© liberdade do nurnerador 
grau de liberdade do denominatíor. que sáo deoominados. cGmumerLts. por 
e respectivameníe. 

Quanto á média. é dada por: 


(ip 2 > 2.) 



A vanáncia é expressa por: 


„ + rp a ^ 2) 

íPl t ( í>2 — ^Htp a - 25 


i<p 2 > 4j 


E a moda: 


H - 


ípl - 2 
<Pt 


(P 2 

^2 + 2 


■í<Pi > 2) 


Eis algumas formas de gráficpS da distribuigao Fpara determinados graus 
iiberdade: 



A áistribuigáo F está tabelada. No anexo do livro vocé ertcontrará uma 
que dá as absclseas qog dsixam 5% na cauda á dÍTeita, dados os 
letros s¡>, e ¡p s - Assirn: 
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Na tabefa prccede-se assim: 


sbscissa 


Ejüstem tabelas que expressam abscissas para outros níveís de probí 
üdade na cauda a drreita, 

Para se ericontrar □ vaior da abscissa F t _ £1 (tp, , íp 2 ) aiilizs-se a segain! 
fdrrnuia; 




!(p £i © 


Exemplo; Sendo tp, = 9, tp 2 = 5 e a = 5%, 
logo: 
























[RCÍCÍOS SÉRÍE II - CAPÍTULO 4 

Considere uma dístríbuE^áo qui-quadraQCu com 23 graus de liberdade. 
Deternnine a médfa, variáocia, desvÍQ-padráo. medJana e 3 a quarttl 

Determrne os valores do %f UD e x,ni 


CQnsfdere gma distribuigáo t com parámetro 23. Deiermtne s média, vá- 
náncia. dosvio-padráo, 1- quartil. o 5 ? porcentfl e moda, 

Consufte a tabeJa para descobrir os vaJores das abscissas. 


mite uma drstribuicác F cam = 8 e - 10. Determine a média, 
,-sríancia r desvio-padrác e moda bem como as abscJssas para: 
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6. Delermine o qtje se pede: 

a) 1- quartit de uma disíribut^áo N {100; 49), 

b) Z 0 , tal que: P [Z> Z ri } = 65%. 

c) talque: PfZ<^)- 80 %. 

d) P{- 1,57*7^2.42), 

e) 90° perceníií de urrta distribui^ao N (R$ 2,000,00; RS 2.225,00)« 
í) ycdtans de um qui-quadrado conn parámetro 30. 

g) XMaltfüe: p( K « < X*) = 10%- 

h) X-' tal que: P (xlo » X ) - 0,25% 

F) 9- decil de um qui-quadrado com variáncla 50. 

j) P (l3.8 s %% < 38,9). 

t) 3 0 quarlil de uma T de Student com = 5. 

m) P (t B > 2,3060). 

n) P(t 1rt c-2.9763). 

o) P (-1,1816* 4^3,1168), 

p) 95 ü percentil de unrta T cam parámetro 27. 

q) P (-0,68276 ^ t j0 * 2 r 750Q). 

r) 5- perccntil de uma F(3 r 7). 

s) 95* parceniil de uma F (7,8). 

t) P (0,00418 * F[1,S) s 5,3£>. 

u) P(F (6.4) < 0,22075], 
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Estatística 

Descritiva 
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1 INTRODUQÁO 

Como o próprio nome sugere, estaüstica descritíva se consütui num con- 
tío de técnicas que obielivam descrever f analisar é inferpretar os dados 
méricos de utna popuJa^áo ou amostra, 

Nesíe c&púuio seráo apresentñdos exempios de tabeias e gráíicos que 
serr representar, de manesra sintética. as iníormapóes sobre o comporta- 
ento de variáveis numéricas levantadas airavés de processos de pesquFSB. 

Seráo destacadas as medidas esiaEistscas que podem rapresentar uma 
-pstra rcedsdas de posiqáo, dispersáo, aSsimetria e curtose . 


.2 TABELAS ESTATÍSTICAS 

Exístem reguJamentagóes para consfrupáo tíe labelas estatisticaa, todavía, 
i íurrqao dos ob|etivos práticos deste livro, oáo seráo adotedas normas rígi- 
:S pare a eiaboracác de tabelas, Tendo-se claro que a tabeia deverá ser uma 
'ma objetiva de se demonstrar o comportamento tíe variáveis, ® que se deve 
,scar sáo representacces simples que possibilitem ae leiíor a compreensáo 
fendmeno aem muito e&fDi-qo. 

Uma tabeia deve apresentar a seguinte estrulura: 

* cabegaího 

- COrpo: 

* rodapé. 
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O cabegatho deve conjsr o suíicíeate para que sejam respor 
questóes: 

• O que está representado? 

- Onde ocorreu? 

- Quando ocorreu? 

Q corpo da tabeía é represemado por colur-ias & subcoiunas dent 
quais seráo regÉstrados os dados nurnéricos o infornriagoes. 

O rodapé á reservado para observacóes pertinentes a tebela, ber 
para o regfetro e ideníificapáo da ioníe dos dados 

Conforme critério de agrupamento as taoeias pocem representar 
séries, Assfiti 

1. Série Cronológica r Temporal, Evoíuiiva ou Htstórica . 

É a sérle estatística em que os dados sáo observados segundo a 
tíe ocorréncia. Exemplo: 

Vendas da Comparthía Alía - 1970-1977 


Ano 

Vend3s (em $ hQQÜ, 00} 

1970 

2781 

1971 

3.049 

1972 

5.642 

1973 

7 550 

1S74 

10.D09 

1975 

11,728 

1976 

18.873 

1977 

29.076 


Füníe: De&aiiüíniínLü e Markettng da Contpanhia 


2. Série Geográfica ou de LocaUzagáo. 

É a sorie estatística em que os dados sáo observados segundo a lc 
dade de oconéncia, Exempto: 
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INAMPS - Ertipresas tíscatizadas em 1973 


Regióes 


Norto 

Nordeste 

Sbdeste 

Suf 

CíJRirQ-Oeste 


Itensáfio Esíaífettco 259/260. 


Empresas físcalizades 


7.495 

107.783 

281.207 

53.661 

15.776 


r f<9 Especiffca: 

a série estatistica em que os dados sáo agrupados SGgundo a modaü- 
ocorréncia, ExGmplo: 

MatricuJa no Ensino de Terceiro Grau 
Brasii - 1975 {ciclo bástco) 


Areas de ensino 


Matricutes 


£'éricias Bio!.ógíca£ 

;ias Exatas e íec.-iüloQja 
C'éndas Agrárias 
r ncí3s Humanas 
ras 

ÍS 

js ou máfe áreas 


32.1 OS 
65.049 
2.419 
148,842 
9.863 
7.464 
16.323 



-c de Esiabdlica da Educacáo e Cultura. 

uigáo de Freqüéneias. 

serie estatfetica em que os dadcs sáo agrupedoa ccm suas respecti- 
cias absclutas. Exemplos: 

a) Numero de Aciúentes por Dia na Roúovia X em Janeiro de 
W77. 





















Númoro de acidentes por ám 

0 

1 

2 

3 

4 

5 


Número de din< 


10 

7 

4 

5 
3 
2 


Foiile: DNER. 


b) Attura dos Alunos da Gla$s& em M&rgo de 1977. 

Aííuíüs (m) 


1 5G b 1 60 
1,60 h 170 
i.7o |- T.eo 
1.S0 I- 1.90 


Número de afunos 
5 

15 

17 

a 


Fqnte. SecreLaíic'. da escols. 


5.3 Gráficos 

A rapfesenlagáo gráíioa das séries estalislicas tam por íinalidado represei 
re^uJtados obtidos. permitinbQ chegar-se: a condusües sobre a evoluoáo do 
nómeno ou sobre como se relacionam os vabres da série. Náo ha uma únk 
martetra de representar graficamente uma siérie esíattstíoa. A escolha do gráíico m« 
apropriado ficará a critário do artaíssía. Contudo. os dernentos stmpUcídade. darc; 
s veracidade devem ser ccnsiderados quando da elaDoragáo de um gratico. 

Eis oSr principais tipos de gráficoE. 

1 . Gráfico em Colunas 

Populacáo Brasilelra - 1940-1970 


Ano 

Popufagéa 

1940 

41. £36.315 

1950 

5t.944.3S7 

1960 

707191071 

197Q 

93.139.037 


Fome: A.nuário Estaíistieo- 1974. 
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Grá/íco e/n Sarras 

yj- semefhante ao grsíÉco em cojunas. porém os rsíánguCos sáo dispostos 
^“ilnnente. Eis uma coníigursQao: 
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3 . Gráficos em Setores 

É s ftípresGrita<j£o gráíica de uma série esíaiisíscci, em um circ 
ineiD de setorés, É utiNzado princFpatmGnte quantío se preteode compí 
vaior da série com o totai. Para coostFUÍ-Jo. divide se o círdulo em 
oujas ársas seráo proporcionadas aos vaJores da série. Essa drvisáo 
ser obtids peia solupáo da regra de trés. 


tota! 

360' 

paríe 

X' 


ExempEo: 


Receita do Munícipio X de 1975 a 1977 


Anos 

Receita (em CrS 1.000.000,00) 

1975 

90 

1976 

1Z0 

1977 

150 

TotaE 

360 


Fonte. Departamento OEa Fazenda. Münidpio X. 


psra 1975: 

360 - 

360 



90 - 

X' 

x f = 90' 

para 1976: 

360 - 

360 h 



120 - 

X 

x = 120' 

para 1977: 

360 - 

360' 



150 - 

■ 

jí' - 150' 


R&c$ila dc MunitipEo X 



197 r - 
1376 
1977 


toc 











































































































Gtáfico Polar 


É a represíjntacáo de uma série por meÉo de um poügono. GeraSmente 
sta-se para apresentagáo de séries remporars. Para construi-lo. divide-se 
3 Circtínferéncia em tantos arcos iguais quantos forem os dados a repre- 
itar. Pelos ppntos de divisas tragam-se raios. 

Em oada raio é represemado um valor da sárie, maroando-se um ponto 
3 aistáncia ac eentro é diretamente proporcional a esse valor. A seguir 
fm-ss os pontos. Exempio: 

Movimento Mensai de Compras da Empress Delta em 1972 


Mesgs 

Janeira 

Feverairn 

Margü 

Ahril 

Maiü 

Junhü 

Julho 

Aposto 

Setembro 

Outuóro 

Novembro 

Dezembro 


"Düparlamenio de compras tía eimpresa Dsiía. 
Veja o gráfico na próxima página. 


Valores (Cr$ 1.000.00} 

12 

13 

14 
12 

15 

13 

17 

18 

14 

16 
12 
18 






























Gráfico Poter 
Ahril 



Gráfioo Bni Curv^s 
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De uso mais reslriio T teni'Se os cartogramas (representagáo por intermé- 
de carta geográfica), os pictogramas (apresentagáo de uma série estatística 
mero de síimbolos represeníativos do fenómeno) e os estereograrnas 
xesentapáo gráfics de uma série sstaiistioa por írieio de corpos sóJidos 
innétricos). 


ERCÍCIOS - SÉRIE ¡ - CAPÍTULO 5 

Montar uma série cronoJógica para represerstar os valores das exporta- 
goes de agúcao fomeciclas pelo Instituto do Agúoar e do Álcool, nos anos 
de 1965 a 1971 em mílhares de dóiares: 60.193 - 80.114 - 812 826 - 
106.879 - 112.064 - 126.740 - 149.548. 

ídealizar uma série geográfica para r epresentar o segutnte fato: populagáo 
tía regiáo Norte dq Srasi] em 1970, sabendo-se que em Rondónla, Acre, 
Amazonas, Roraima Pará e Amapá, ternos, respecttvamente: 116.620 - 
218.006 - 960.984 - 41.638 - 2.197.072 e 116.430 habitantes. segundo 
dados da Fundagáo fBGE. 

Fazer uma tabefa estatistica para representar o movimento religioso de 
certo munrcípio no período 1975-1977. que apreseniou os segumie's 
dados: em 1975. houve 56.738 habiíantes batizados (tíos quaís 26.914 cio 
sexo feminino). 15.864 casameníos e 13.676 extremas-unpoes. Em 1976, 
houve 33.915 batizados dc sexc masculino e 29.568 do sexo teminino: os 
casamentos toram em número de 17,032 e as extrernas-unpóes, 14.328. 
Em 1977. em um totaJ de 71,232. 34.127 eram do sexo mascutino; as 
extremas-ungoes toram 16.107 e os casamentos 1 6.774. 


A tabela a seguir mostra as areas. sm milhoes de km 2 . dos oceanos. 
Representar graficamenfe os dados, usando: a) um gráfioo de colunas: b) 
um grático de setores. 


Oceano 

Aníartico 

Ártico 

Atiántico 

fndico 

P&CffíCO 

Ares 

{mHhóes km 2 ) 

36.3 

23 2 

1994 

137,9 

342,7 


Representar em um gráfioo potar os dados: 


Ateses 

J 

F 

M 

A 

M 

J 

J 

A 

S 

O 

N 

D 

Temperatura 

iQ 

28 

29 

27 

24 

20 

19 

18 

21 

22 

24 

28 

30 
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G. Conslruir um gráüco em barras que repres^nte a sérse: 

INAMPS - BeneficÉos Concedidos - Braeil - 1973 


Espécie 

Quaniiaade 

AuxiHD-naial'idade 

9G1.000 

Auxiho-OQeríc-a 

4fi7.D0Q 

AuKilio-tuneral 

B8.000 

Apoí>entatíona par lnvahdez 

40.000 

Aposentadoris oer Teíítpo de Seruipe 

39.0D0 

Abono Permanente érri Servico 

3Ü.QÜ0 

Pensáo por Morfe 

73.000 

Outras Espécíes 

44.000 


Forrte: Mensário Estaltetíco co SNAMPS. 

7. Usando um gráfico em ourva. represenfar a sabeía a seguir: 

indices dos Pre^os Recebidos pelos Agricultores 
no Brasü em 1976 (1966 = 100) 


Meses 

tndices 

Lavoura 

Produtos Anfmafs 

Agropecuarío 

janífirD 

1,304 

3 84 

1.044 

Fovfjreirq 

1,413 

891 

1.092 

MaErgo 

1.494 

916 

1 136 

Abril 

1,500 

943 

1,186 

Mafcj 

1.715 

964 

1,250 

Junha 

1.816 

960 

1.237 

Julho 

í .929 

572 

1.337 

Anosta 

2.013 

1.015 

1,396 

Eetembno 

2.113 

1.066 

1.473 

OiíEubrc 

2.197 

1.097 

1,517 

Movembro 

2.29Q 

1,119 

1.568 

Dezeríibro 

2.358 

1.144 

1,607 


Foíite: IBGE 
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OlSTñlBUiqÁO DE FREQÜÉNCIAS 


constituir-se no tipo de tabeta mais importante para a Esíatística Des- 
i. será apresentado Lim estudo completo das distriüuigóes cíe freqüéncías 
juir sáo descritos os procedrmentos usuais na construgáo dessas tabeías. 
afguns conceítos fundamensais: 


,1 Populagáo 

E um conjunio de Éndrvíduos ou objetos que apresentam pelo menos uma 
terística em comum. A popuíagáo pode ser finita ou infinita. Na prálica. 
30 uma popylagáo é finita, com um númoro grande de elementos, consi- 
se como populagáo ínfinita. 


.2 Amoslra 

Considerando-se a impossibiljdads, na maioria das vezes, do traíamento 
toóos os efemenros da populagáo. retira-se uma amosfra. Para os propó- 
:5 desse apresentagáo, admcte-sG que urne amostra já tenha sido escofhida 
1 conformidade com alguma técnica de amostragem. 


L3 Variável Discreta e Variável Cqntínua 

A variável é discrete quando assume vafores em pontos da reta real 
ipfo: número de erros em um íivro: 0, 1,2, 3, 4, 5, ... 

Por OLftra lado. quando a varíávef pode assumír teoricamente qualquer 
V em certo intervalo da reía reai, efa será uma variáve! continua. Exempío: 

de aiunos, pois. teoricamente, um incfividuo podera ter 50.5 kg; 50,572 
50,565 kg; 


L4 Representagáo da Amostra 

Como se observou aníeriormente. a Estatistica tem como objetivo encon- 
lers de comportamento para todo o conjunto. por m&io da sintetizagáo dos 
ss numéricos, sob a forma de Eabelas : gráíicos e medidas. A seguir sáo 
ísentados os procedimentos pera a represeritagáo das distribuigbes de fre- 
ícias. 






1 , üados brutos 

O conjunto dcs dados numáncos obíidos apos a crftica dos valores cole£ 
constitui-s© nos dados brutcs. Assim: 24 - 23 - 22 - 28 - 35 - 21 

33 - 34 - 24 - 21 - 25 - 36 - 26 - 22 - 30 - 32 25 26 - 33 - 

2i - 31 - 25 - 31 - 26 - 25 - 35 - 33 - 31 sáo exemplos tíe dados b? 

2 , Rol 

E o arranjc d-cis dados bru'os em ordem crescente ou decrescenie. As 
21 - 21 - 21 - 22 - 22 - 23 - 23 - 24 - 25 - 25 - 25 - 25 - 26 

- 26 - 23 - 30 - 31 - 31 - 31 - 32 - 33 33 - 33 - 34 - 34 - 34 

- 35 - 36 constituem o rol 

3 , A mpfitude totai ou range ' (R) 

E a diferenca entre o maicr e o menür valor observaoos. No exer 
R - 36 -21-15. 


4. Freqüéncia absoluta (Fj) 

É o nijmero de veses que o eíemento aparece na amostra, ou o númí 
de &temersios pertencéates a uma etasss. No exempfo, F^. £ ., - 3, 

5. Distríbuigáo de freqüéncia 

É o arranjo dos valores e suas respectivas freqüéndas, Assim, a dist 
buigáo de Irequénctas para o exampio seré 



ñ 

21 

3 

22 

2 

23 

2 

24 

1 

25 

4 

26 

3 

28 

1 

30 

1 

31 

3 

32 

1 

33 

3 

33 

3 

35 

2 

36 

1 

E 

30 


m 


Eatemplo de dlétribui;$o 
de freqüénclas ce uitili 
variavsl discreta (tipo A) 






erve: 


1. X represents s variáveJ. 

2 .IF f = n 

3. /7 =r tamanho da amüsíra. 

Exentpio de distribuigaü de fr&qüéncias para vanávei cpntinua: 
Seis X ( peso de 100 ¡ncfivídaüs: 


Cfasse 

ñ 


45 h55 

15 

Exe-mplo da disiribuigáo 

55 h <35 

30 

de ÍTeqúéncíás de uma 
variável contlnua (tipo B) 

65 b 75 

35 


75 I-S5 

15 


85 b 95 

5 


T 

100 



6 . Núfnero de cíasses (K) 

Náo há unrta fónriula exata para o cálculo dc¡ número de classes. 

a) K = 5 para n 25 e K e v'7t" t para n > 25. 

b) Fórmula de Sturges K e 1 +- 3.22 log rj, em que n = íamanho da 
amostra. 

Ejíemplo: Seja n = 49. entáo: 

K - -ÜS = 7 ou /C ‘= 1 + 3.22 tog 49 = 7. 

7 . das classes (h) 

h = fit K 

AsSim como no casc do nürriero de ciasses (K), a amplitude das classes 
(h) deve ser aproximada para o maior mteiro. Assim r se K = 6,4, usa-se 
K ^ 7 üu h =1*7, usa-se h = 2. 

8 . Umites das classes 

Exisfem diversas manetras de expressar os limites das cíasses. Eís 
algLimas: 

a) 10 | — ! 12i compreende todos os valores entre tO e 12; 

b) 10 |- 12: compreende todos os valores de 10 a 12. excluindo o 12; 

c) limit© aparente 10 - 12; límite real 9,5 - 11,5; 

d) 10 -| 12 compreentíe todos os valores, excluindo o 10 

Usaremos a ferma expressa no exemplo b. 
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9. Pontos medios das cíasses (x¡) 

E a média animétrca entre c iimite siiperior e o limlte iníerior da cü 
Assim. se a classe for 10 j- 12. teremos: 

10 + 12 


Jfi - 


■ 11 como pomo médio tía classa 


1Q. Freqüéncia absoluía acumutada {F sc } 


É a soma das freqüéncias dc valores mfenores ol rguais ao vaiür dí 

Exempto: 



F, 


0 

3 

3 

1 

5 

a 

2 

2 

10 


10 



11. Freqüéncia relativa 

A freqüéncia relatrva de um valor e dada por f, 
tagern daqueíe vaJor r¡a smostra. Exemplo: 




n 


, ou seja t e a porcí 



ñ 


1 

5 

5/14 

2 

7 

1/2 

3 

2 

1/7 

V 

14 

1 


Note: Lf, - i, Assim 1/2 = 50% dos elemen;tos correspondsni ao 2, 

12. Histograma 

E a represema^áo gráfica tíe uma diSii ibüicáo de freqüéncia poi meio d¡ 
retánguJcis jusíapostos iveja exemplo a seguir). 

13 . Potigono de freqüéncias 

é a rspresenfagáo gráfica de uma drsínbuigao por meio de um polibono. 
ExempJo (hístograma e poíígono áe f'reqüéncias) 
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m 

10 - 

9 

B- 
7 • 
6 - 


L Pohgono de freqüéncía acumulada 
ímplo: 


— - 

2 \-A 

4 (- 6 

3 (- S 

0 hio 

10 h 12 

f f j 

3 

5 

10 

6 

2 

| ^ac 

3 

3 

_ -- — 

Ifl 

24 

26 


Idade dos Afunos da Escola 


idaóe 


2h4 

3 

4 |- 6 

5 

6 h 3 

10 

Bj-1D 

e 

10 h 12 

2 

v 

26 


Pdlgcnc tíe 
treqgÉnda 






































































dasses 


notas (oadas em crédiios). agrupsr os etemer 
ír os gráfícos; 
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Excmp-o: 


Solu^áo: 


Amplitode totaJ (fl) 

ff = 97 -3 

Númarn de classtt t K): 

log 50 i£ 


41 

55 

55 

74 

85 


42 

57 

66 

76 

89 


45 

59 

66 

77 

9.1 


47 - 48 
60 - 60 
67 - 68 
77 - 78 
54 - 07 


= 64 

























Ampiitude de dasse (h): 

h = 64 ; 7 = 10 

Umite das dasses. freqüéncUs e pontos médios: 

Pgra fgciíítar a contagem das freqüéndas. imáa-se b pnmeira cfasse por 
ü. füdavia, poder-se-ia iníciar com 33. Assim, b distribuigáD de íreqüéncia 
rá; 


Classes 

ñ 

Sa 

f, 

4 

30 h 40 

4 

4 

0,0 B 

35 

40 h 50 

6 

10 

0.12 

45 

50 h 50 

0 

18 

0.16 

55 

60 h 70 

13 

31 

0,26 

65 

70 h SO 

9 

40 

0JS 

75 

80 h 90 

7 

47 

0,14 

35 

90 r 100 

3 

50 

0.06 

95 

V 

50 


1 



0 histograma. e pollgono de freqüéncla dados pon 
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Assfm camo c gráfico das freqüéncias acumüladas: 



EXERCICtOS - SÉRIE II - CAPÍTULO 5 

1 , Dada a amostra: 3. 4, 4. 5. 7, 6 6 . 7. 7, 4. 5, 5, 6 . 6 . 7. 5. 9. 5 f 6 
pede-se: 

a) construir a dfstribust;áo de íreqüéncia; 

b) construir o gráfico das freqüéncÉas; 

c) determínar as freqüéncfas refativas; 

d) determinar as freqüéncSas acumuladas; 

e) qual é a ampürude amostral; 

í) qual a porcentagem cíe elementos maiores que 5. 

2 . Considere os dados obtidos peias medidas das alturas be 100 indivíd 
(dadas em cm) 

151 - 152' - 154 - 155 - 158 - 159 - 159 -160-161 - 161 
161 - 162 - 163 - 163 - 163 - 164 - 1S5 - 165 - 165 - 166 

166 - 166 - 166 - 167 - 167 - 167 - 167 - 167 - 168 - 168 

168 - 163 - 168 - 168 - 168 - 166 - 168 - 163 - 169 - 169 

169 - 169 - 169 - 169 - 169 - 170 - 170 - 170 - 170 - 170 

170 - 170 - 171 - 171 - 171 - 171 - 172 - 172 - 172 - 173 

173 - 173 - 174 - 174 - 174 - 175 - 175 - 175 - 175 - 176 

176 _ -170 - 170 - 177 - 177 - 177 - 177 - 170 - 173 - 178 

179 - 179 - 1 30 - 180 - 180 - 1 SO — 181 - 181 - 181 - 182 

182 - 182 - 183 - 184 - 185 - 186 - 137 - 138 - 190 - 190 
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Pede-se determínar: 


a) a amplitude amastra!; 

b) o núínero de dassfes; 

c) a amplitude das ctasses: 

d) os irmites das dasses: 

e: as íreqüéncias absoiuías das classes; 

f} as freqüéncias refatívas; 

g) os pontos médios das classes; 

b) a freGüénda acumuíada; 

i} o histograma - polígono tíe treqüéncia: 

]} os gráficQs de freqüéncja acumulada. 

As noias cíe 32 esíudaotes de uma c'asse esíáo descrítas a seguir; 

6,0 - O r O - 2,0 6,5 - 5,0 - 3,5 - 4.0 - 7,0 

6,0 - 7,0 - 3,5 - 6.0 - 4,5 - 0,0 - 6,5 - 6,0 

2,0 - 5,0 - 5.5 - 5.0 - 7,0 - 1,5 - 5,0 - 5.0 

4,0 - 4.5 - 4,0 - 1,0 - 5,5 - 3,5 - 2,5 - 4,5 

Determinar: 

a) o rol; 

b) as distrrbufgóes de freqüéncias {variável coníinuaj fSugestáo: inidar 
por 0 e íctervalo de classe 1,5), 

c) c maior e o menor graus; 

d) a amplitude total; 

e) qual a porcentagem dos aíunos que íiveram nota menor do que 4; 

f) qual o limite superfor da sagunda classe; 

g) qual o ponto mádto da quarta cíasse; 
h\ qual o ponto médío da íerceira classe; 

t) os grgficos (hietograma e gráfico da F JC ), 

Os pesos de 40 alunos estáo refadonados a segulr 

69 57 72 54 93 68 72 58 64 62 

65 7 6 6 0 4 9 74 59 66 S3 70 45 

60 81 71 67 63 64 53 73 81 50 

67 68 53 75 65 5B 80 60 63 53 

a) Construir a tabeia de distnbuipáo de treqüéncia, dado log 40 - 1,6. 

b) Construir os gráficos ds distribuigáo. 


■fis 



5. Gompletar os dados qüe faJlam' 


Valores 

I 0i 

** 

h 1 

1 

4 


0,08 

2 

4 



3 


16 

0,16 

4 

7 


0,14 

5 

5 

28 


6 


3B 


7 

7 

45 

0.14 

| 





5.5 MEDiDAS DE POSfgÓES 

Foi visto nas seqoes antefiores a sintetizagáo dos dados sob a for 
tabeias. gráficos e d;$fribyicbes de Teqúéncias. Aqui.. desraca-se □ L-alc 
medtaas que possíbifjíam representar um conjunío de dados relativcs á o 
vaqao cie defarminad-o fenómeno de fotma resumícía. Sác¡ as medidas de 
siqáo Tais medidas DrjarTam-nos quarrto a ücsiqáo da distribciqáo no ei 
feixo dos números rosís), possibilitam comparacbtís de sénes de dados 
s¡ peto controntci desses nümeros. Sáo chamadas medidas de ten 
central. poís representam os íenómerfos pelos seus vaíores médios. em 1 
dos quais tendem a cgncentrar-se os dados. 


5.5-1 Média Aríiméíica - Dados Nao Agrupados 

Sejam x v x 2 , .. rr x n , portanio u n H| vaiores da variáve! X. A média arrtrru 
simples de X representada p-or x é definida por: 


n 



I 

_ t- 1 

X — * 

n 

ou simpiesmente 

*- m. 

n 


em que n é o número de elementos do con]unto. 

Exemplo Deíerminar a média aritmétfca simples dos vatores: 3. 7 S, 10, 11 


■a , Ix _ 3 + 7 + fl + f O. + 11 
n 5 


x 7,8 
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Média Aritmética - Dados Agrupados 

uando os cadGS sstiverem agrupados numa distribuigao de freqüéncia 

ios a média ñntmética doa vatores * 1t x s . x r¡ . ponderados petas res- 

freqüérícias absolutas: F r F 2; F 3j , ... h F Assim: 


h 



Z *iñ 


- Z*iñ 


ou 

X - 

x= 


n 

rj 




ilos: 


a) Dada a seguinte distribuigao: 


*( 

t 

2 

3 

4 

4 

i 

3 

5 

1 


¡inar a média 

üm disposftivo práíico para esse CátCuío é a composicáo da seguinte 



ñ 

*I F I 


1 

t 

2 

3 

6 

3 

5 

15 

u 

1 

4 


10 

26 


x = = 2 ! = 2,6 


n 


10 


fembreí-se de que = n 


ip!n. Detérminar a média da drstí'ibuicáo: 


Rentia Famitiar 
víhares dc $) 

2h ¿ 

4 |- É 

ñ|-ñ 

e j- io 

10 j- 12 

N t ' cfe Famíih is 

5 

10 

14 

e 

3 


Nesse case, as classes sao represéntadas pelos seus pontos médios. 
inío: 


























Cfasses 

F i 

x t 

*í F i 

2 b 4 

5 

3 

15 


10 

5 

50 

6 h 3 

1*1 

7 

96 

8 |- 10 

0 

9 

72 

10 |- 12 

3 

11 

33 

V 

40 


268 


X = 




x = 6.7 


Co-mo a renda famiiiaí ios dada em miltwes, pode-sa dizer que a 
média desse §rupo de 40 famfbas é de $ 6.700.00 


5.5.3 Média Geral 

Sejam x^ , . ... r x h as médias ariiméticas de k sérres e n t . n 2 

..„ os nümefos de tarmos destas séries, respectivameníe. A média árHí 
da sene lormada pelos lermos das k séries é dada pela fórmufñ; 



Sejam as séries: 

1) 4 h 5, 6 r 7. 3 

em que 

*• 5 

e 

- 

2) 1 > 2 ( 3 

em qtie 

r? 

II 

LJ 

e 

* 2 = 

3) 9 h 10, 11, 12, 13 

em que 

n 3 = 5 

e 

% = 


Entáo, a média geral das sáríes, utifizando a fórmula acima ; 
será: 


x = 


6 + 3 2 +■ 5 U 


5 + 3 + 5 


= 7 


5.5.4 Média Geométríca 


Sejam x 2 . x 3 . X n , valores de X , assoclados ás freqüéndas absoluf 

F v F 2 . F ah reñpetlivamenfe. A média qeométrtca de X é definida pc 
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Em particuiar, Se F, = F 2 = F 3 - ... - F ^ 1 t tem'Se: 



mp!o 1;Ca!cular a média geDmétrica dos vaSores 3, 6. 12, 24, 46, Logo: 
Mg = ^3 >í 8 35 12 x $4 x-48 
JVÍg = \248.832 Mg = 12 


ipao 


;ao; 


2:Calcular a média geométrica para a distribuigao: 



i 

2 


3 

5 

ñ 

8 

6 


5 

3 


Note que a apiicagáo direta da d-eftniigáo acarreia grande número 
d e oparagóes. Nestas easos é conveniente o uso üos logariimos. 
Assim, tomandO'Se o logarrtmo de ambos os membros da fórmula, 
terri-se: 


Eog 


log x A -+ F 2 los *2 - tog - F n log x n 

n 


iog Mg = 


6 logl 


i 6 iog 2 + 5 log 3 + 3Jog 5 
22 


.. 8(01 + 6(0.3010) + 5(0,4771) + 3(0,6990} 

!og Mg = w —•—— 22 


lügMg 0 r 2658 ou Mg anttlog 0,2653 1Q°' 2S5S 
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Mg = 1,93"r 1 






















5,5.5 Médía Harmóníca 

Sejam x v x 2 . x^ .... x vaJares de X, assocjados és íreqúénc=as absolu 
Fj, F 3 , F, r respecíivamente. 

A médla harmóntca de X s definida por: 


ñ .41-, 

n 


n 


í 

1 

_rn 

f 2 f 3 

+ ■+ - + » r - 
X £ % 

+ 

1 

n 

F, 

*1 

X 

X ¡ 


Em particuJar, se F, = F, = F ?/ - = F n - 1. Eem-se; 


Mh - 


n 


n 

fwi\ 1 — 

1 

1 

1 

1 

n 

-- 

+ + 

+ . 

+ — 

TT-> 1 

Xi 

% 



i-1 *' 


Exemplo: CaicuJar a média harmónica para 2 5 r 8 
Entáo: 

Mh = - = 3,64 

— + - + 

2 5 8 


EXERCÍCIOS - SÉRIE III - CAPÍTULO 5 

1 Detsrmine a média aritjnéttca das seguintes séries: 

a) 3. 4, 1. 3, 6, 5 6 

b) 7, 8, 8. 10, J2 

c) 3 r 2; 4; 0,75; 5; 2,13: 4.75 

d) 7Q, 75, 76, 80. 82, 33, 90 

2. A rnédia mínima para aprovacáo em determfnada disciphr¡a é 5,0, S 
um esíudame obtém as notas' 7 r 5; 6,0: 3 r 5: 6.0; 2.5: 2,0- 5.5: 4 r 0 n 
trabalhos mansaís da discrpNna em quesráo, pergunta-se se ele foi o 
náo aprovado. 
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Caícüle para cada uma das distríbutgoes abaixo sua respectiva nnédia„ 



3 

4 

? 

S 

12 

b) 


10 

11 12 

13 


2 

5 

G 

4 

3 


F, 

5 

8 10 

6 



Oc 

d) 


'¡ 

e) JTj 

F l 

2 

3 


7 

1/16 

35 

5 

3 

9 


8 

5/18 

37 

1 

4 

19 


9 

1/3 

38 

10 

5 

25 


10 

m 

89 

3 

6 

28 


11 

5/40 

90 

5 


Dadas as estaturas de 140 alunos. couseguiu-se a dtstribuigao abaixo 
Calcuiar a méd¡a 


Esta- 

turas 145 h í50 
(cm) 

150|- 155 

tso 

160 h 166 

165h 170 

170). 175 

175 h130 

100h 186 

N s dos 2 

pJunos 

10 

27 

3S 

27 

21 

8 

7 


Abarxo temos a distríbuigao dos aluguéis de G5 casas. Determine suc 


media. 


Aluguet 
(mifhares de $) 

1.5 h 3 : 5 

3,5 h 5,5 

5,5 h 7,5 

7,5 h 9,5 

9,5 r Hi5 

de c&sas 

12 

13 

20 

10 

5 


Dada a distrlbuigáo 


CUisses 

ee |- 72 

7£ h 76 

76 h S0 

60 h 84 


s 

20 

35 

40 


dstermínar a média. 








































7. Dados gs seguintós oumeros: 


1 

2 

3 

3 


3 

3 

2 

5 


5 

4 

1 

7 


7 

5 

D 

9 


9 

B 

10 

11 


2; 4 6 3 10 15 20 25 0 

7 S 9 9 EÍ7BS5 

15 20 25 l'Í 11 3 6 4 2 


a) Consírue a distribuigáo be freqoéncia do Upo A " 

b) Deiermine a média¿ 

3, Turmas que possuem determmada diacipíina em comurri apresentam 
sa disctplina: 

[urma A (40 alunosf — média 6,5 
tuirna B (35 alunos) — média 6.0 
turma C (35 alunos) - média 4.0 
turma D (20 aiunos) — média 7 r 5 
Determine a média garaJ 

9. Dada a amostra: 


2S 

33 

27 

30 

31 

30 

33 

30 

33 

27 

33 

31 

27 

31 

2S 

27 

25 

31 

31 

33 

30 

32 

30 

33 

27 

33 

31 

23 

29 

30 

24 

2S 

34 

30 

30 

18 

iñ 

15 

16 

17 

17 

1S 

19 

19 

20 

a) Agrupar os 

etemeruos em 

ciasses tmscie pete) 15j 

e use 

h = 


b) Construir a taheía d& djstribui^ao de írequéncia do Lipü 'B". 

c) Determinar a médía 


10. Catcute a média geoméLrica para as séries: 

a) 6. 15, 10, 12 

b) 3, 4, 5. 6, 7. 8. 


x i 

3 

g 

10 

11 

12 

ñ 

12 

10 

7 

5 

3 
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Encontre a médía harmónica para as sériea: 
a) 5, 7, 12, 15 

U) 2 3 4 5 6 

F 7 3. 4 6 5 2 

Tem-se $ 2,000.00 dísponíveiSt mensaímente. para a compra de deter- 
mrnadc artigo que cysíou nos meses de junho, jutho e agosio, respecti- 
vamente. $ 200,00; $ 500.00 e $ 700 00, Qual foi o custo médio do aríigo 
para esse perfado? 

Utiliiando a série de dados: 2, 7. B e 15 r comprove as seguintes prapne- 
dacíes da média arrímética. 

a) A soma dos desvios em torno da média é zero. ísío é. 

£ (x¡ - x) = 0. 

Sugestáo: Calcule a média i x ). Depois, deterrnine para cada valor da 
série o seu desvio [x ( - x). Scme tais desvsos e a propriedade ficará 

provada. 

h) Somando qu subtralndo a mesma quantidade arbítrária de todos os 
valores da séúe, a médta ticará aumentada ou diminuída dessa mes- 
ma quantidade. 

Sugesfáo: Utilize. por eítempEo, a quarrtidade arbitrária 2. Caicule a 
média ( x K some o número 2 a todos os valores. Determine a média 
desses 'movos" vaíores. Compare as duas médias obtidas. Observe 
que a segunda média aupera a píimeira em duas unidades, o que 
prova a prapnedade, 

c) MultipJicando ou dívidindo cada termo de uma série oor uma constan- 
te, a média ficaré mirltiplicada ou divrdida pela constante. 

Sugestáo: Admita a consrante iguaf a 3 e prove mais essa proprie- 
dade, 

d) A soma dos quadrados dos desvios medidos em relapéo á média é 
Lím mtrnmo. ou sesa, e sempre menor que a soma dos quadrados dos 
desvios medidos em relagao a outro vaior quatquer. Isto é. 
I (x¡ - x j a é mínima, 

Sugestáo: Utifize os oesvios caiculados para a proprfedade a) CaJcule 
3 soma de seus quadrados e constate que eía é méno'f que qualquer 
outra soma de quadrados cuja ortgem náo seja a média 'x. 
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5-5.6 Medíena 


Coiocatíos arn ordem Gfesceníe, metíiana \ x > é o va!or que divit 
amostra, ou populagóo, em cfua^ patíes iguaís Assim: 


o 


50% 


soo% 


Cálcuio da mediana - v&riávef discreta 

So n for ímpar, a mediana será o efemenio ceotral {de ordom 
Caso n ss-ja par, a mediana sera a média ontre os oíemeníos centraíé 

n n 


n + 


ordem £ e £ - 1 í, 


Exemplos a) Dada a drstribüipáo: 




F ac 

1 

1 

1 

2 

3 

4 

3 

5 

9 

4 

2 

11 

Z 

11 



Contém o 
6- elerren'c] 


n = 11, n é iíttpar ( ¡cgo i x i sefE o elen 
tie ordem n ^ 1 , oü sefa, 11 T - 

sera potianto, o s&xto fjemento. Por¿i , 
litica-io, abre-se a colyf-a da Freqüénda 
mülada Cr&scente iP_, c \ 


Por meso dessas ireqüéncias acumLfÍadas encomra-se o vslor ;.t.j corrí 
pondente á mediana. 

Neste exemplo sera o 3 lí = 3+ Obaerve: s &ré o x- correspondsnta 
classe que contrver a ordem caiculada.. 


b) Seja: 


*i 

§ 


82 

5 

5 

85 

10 

15 

87 

1.5 

30 

39 

a 

38 

90 

4 

42 

y 

^ 1 

42 



21 15 e 22* 


n - 42, n G par, logo ri.3 será a media er 

□s eJefntntos tíc ordem ^ a , i ou 

, 42 4P 

ja, -- - 21* & + 1 = 22 l ’ 

Como na exempio antorror, id*n j ,¡t¡cam-se 

etpmeritos de orcfsm 21 e 22 defa F 

ac 
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isim: 


21 = corresponde a 87. 

22" corresponde a 87 t mgc. 
87 4- 87 
2 


x = 


= 87 . 


ilcuío da rnedíana — variá i/e/ continua. 


T - Fasso: 

2- Fasao: 

3* Pas$o: 


Calcula-se a ordem ^ , Como a vanável é comínua, náo se 
preocupe se n é par ou irmpar. 

Pela F ñe idenüíica-se adasse que coutérn a mediana (clas- 
se Md), 

Utiliza-se a formuta: 



que 


'' i Vtd 

n 

It 

h 

F Mct 


limFte inferior da dasse Md 

tamanüo da amcsíra ou número d e eiementos 

soma das freqüéncias antertores a classe Md 

arriplitude da ciasse Md 

freqüéncia da classe Md. 


implo Daoa a distribuipáo amostrat caJcular s meciana. 


Ciasses 

ñ 


35 h 45 

5 

5 

45 |- 55 

12 

17 

55 |- 65 

1S 

35 

65 |- 75 

14 

49 

75|- 85 

6 

55 

85 h 95 

3 

53 

Z 

53 



dasse Md 
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1 g Passo: Catcuia-se ™ ■ Como n = 5S, lemos = 23 ? , 

2- Pa,sso: Edanttfica-se a daase Md pela Naste caso, a d 

é a 3 s , 

3 5 Pbsso Apltca-se a férmuía; 


x = f Md + 


n 
V £ 


- If 


'Md 


No caso 


t m ~ 55; n = 50; V = 17: h = 10; = 18. 


Logo; 


f - 17 
x = 55 + — 


10 


10 


- -61,67 


5.5.7 Guartis 

Oí> Quartls divldem itm conjunto de dados em quairo paríss ¡guais. Ae 


o% 


/5% 


50% 


75% 


100% 


Q, 


Q, 


□i 


O. - r quartil, daixa 25% dos eLementos. 

Q.- : = 2 5 quartil, coincide com a mediaoa. deixa 50% dos eiementos- 
- 3 E ' quartil, deixa 75% dos ei&mentcs. 

Eis as fórmulas para os cálcufos de Q, e para o casc de variáv 
conrinuas. 
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Determtnagéo de O r 


1 £ Passo: 

Calcula-se n ■ 

4 

2- Passo: 

Edeotilica-se a classe Q-, pefa F ac . 

3Passo: 

Aplica-sa a fórmula: 



1 % ■ 


Determinagao de Q' 


1- Passo: 

2 2 Passo: 
3- Passo: 


CaJcula-ss 


3n 


Identiíica’Sé a dasse Q 3 peJa F acr 
Ap[ica-se a íórmuta: 


°3 - £ a s + 


* 3n 

l 4 


- Xf 


'0. 


d 


ipJo: Dada a distribuipáo, determinar os quaríis (O, e O g ) e mediana, 


Q/asses 

F > 


7 |- 17 

6 

6 

17 |- 27 

15 

21 

27 h 37 

20 

41 

37 |- 47 

10 

51 

47 |-57 

5 

£ 

tTi 

V 

5S 



■ d^sse 
classs Md 
' ciasst? Qv 
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T - Passo: 


2 S Passo: 
3 g Passo ; 


Lqüo: 


/t — 56 
Qi ? 


x 


n 

4 


56 

4 


- 4 - 14 £ 


/j 

2 


56 

2 


" = “ = ZB S - 


o 3 

3n 

4 


Pefa F :1C idsrrtifica-se a dasse G v classe Mó e p!ai 
Uso das fórmufas 

Para Q t temos: f = 17, rr = 56, If= 6: - 10. F 0 

Para x íemos: t MD -27, n = 56 T Ef = 21 r h - 10, F K 
Pa¡-a Ü 5 Eefnos 1 =37, rí- 56. Sf =41 h = 10, F ; 


56 R ' 

t _b 


Qt = 17 f 


15 


10 


= 22 r 33 


56 


x = £7 4- 


- 21 


20 


10 


= 30,5 


3 56 


Q 3 37 + 


- 41 


10 


10 


- 38 


Dianíe desses resuitactos, pctoe-se alrimar que, nesía cfistribui^ao, tem 
75 % 25 % - 25 % 25 % 

I--—I- 1 - 1 -■—j 

? 22,33 30,5 33 57 


Isto é; 

22,33 deí^a 25% dos eiemenios 
30,5 tíeixa 50% dos eiementos 
38 deixa 75% üos eíemeníos 
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5,5,8 Decis 


Continuando o s$Sudo dss medsdas separatrizes mediana e quartJs, tern- 
0$ deci$., Sáa os valores que dividem a série erri 10 partes iguais, 

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%. 

—I- i í I I-1—H-1—1 


Pi Pa Oj¡ Py 


o. 


a q, Q, 


Como vocé já deve ler percebido, a fórmu'ia neste caso tambem é seme- 
inte as separatrízes anteriores, Ei-la: 


1 - Pásso Calcula-se 


t • n 

10 


em que r - 1, 2, 3, 4, 5. 6. 7, 8 e 9 


C 0 " Passo: tdentifica-se a classe D, peta P d£r 

Passo: Aplica-$e a fórmula: 


f tn 

\ 



- 1 f 

- h 

10 



Q. - / 4- V 

/ 

L j 1 D 

1 




que 


m = 

rí 

/j — 

7} - 
s/ = 


limtte inferior da clas&e D¡. i - 1. 2. 3. 9 

tamanho da amostra 

amplitude da classe D t 

freqüénciE da classe D, 

soma das freqüencias aníeriares á dasse O, 


L9 Percentis 

Sáo a$ niedídas que dividem a amostra em 100 partes iguais. Assinn. 
0% 1% 2% 3% ... 50% . . . 97% 9¡8% 99% T00% 


P, 


P* 


& 
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O cálcuEo da 

Ltm percentil é dado par: 

f fi Passo: 

Calcula-se ( em que /= 1. 2, 

2- Passo' 

Pela F fC identifica-se a classe P,, 

3° Passo. 

Usa-se a fórmula: 


3, 


98, 9S. 



em que 


tf P = iimite da cíasse P¡, em que i- 1,2, 3, .... 99 
n = tamanho da amosíra 

vf =■ sorsna das freqüéncías anteriores a dasae P, 
/j = arrpNluds da cEasse P. 

Fp = freqüéncia da dasse P¡ 


ExempJo: Determínar o 4° DeciJ e o 72- Percentil da aeguinte distribuigá 



Ctesses 




4 \- 9 

9h 14 

14 h 24 

19 r 24 

8 

12 

17 

3 

3 

20 dásse D 4 

37 ^ desse 

4Q 

V 


40 



Cálcuío do D 4 : 

V 2 Passo: 

in 4 - 40 
10 “ 10 


Cálculo do ^72 : 

1’ Passo'. 

in _ 72 f4Q > 
100 “ 100 


20,8* 


2 Q Passo: 


ldeetifica-se a dasse D, e P rp peia 
























Ifes - Caiflpus Ssnti T?-re¡i, 
1 1 j ‘ ' "*:ír K'it 1 } 1 


3 3 Pússo'. 

Para D¿ F Dí = 9; Yf = 8; n = 40; h = 5; F D = 12 
Para P 72 : t p _= 14: Z/ - 2D; n - 40; ü - 5; F p = 17 


72 


f _4 ■ 40 e 
11 ' “ S 


0 4 = 9 + 


12 

72-40 


12.33 


P 72 = 14 + V 


100 


- £0 


- 5 


17 


= 16,09 



Portanto, nesta dístribuicáo. o vaíor 12 r 33 divicie a amostra em düas par- 
■ uma com 40% dos eiementos e a outra com 60% dos eienTentos. O valor 
89 indica qua 72% da disiribuigSo estáo abaixo ciele e 28% acima. 

Para a determinagáo das sepgratrizes (mediana, quari?s f decis e per- 
ls) pode-se utílizar o gráfico da freqüéncia acurriLrlada. Assim; 




5.10 Moda 

Dentre as principais medidas de posigáo, desiaca-se a Moda. E o vaior 
5 ireqüente da cistribuigáo. Para distribuigoes simples (sem agmparnento 
:!asses) r a identificaqáo da Moda é faciütada pela srmpFes observagáo do 
nto que apresenta maior freqüencla. Assím, para a distribüigáo 



243 

245 

243 

251 

307 


7 

17 

23 

20 

3 


13S 
































a Moda será 24S. Indica-se Mc= = 248. 

Para dadas agmpados em dasses, há diversas fóirnuias para 
lo da Müda. 

a) i g processo : fórmula óe Czuber 

1 9 Passo: 

ídenüfica-se a cíasse motíal (aquela que possutr rnaior freqüé' 
2* Passo: 

Aplrca-se a fórmula: 



em que; 

i = Ifrntíe inferior da ciasss irrodal 

Á, - drfersnca entre a freqüéncia da classe modal e a im< 
mente anterior 

- diferenga entre a freqüéncia da classe modal e a íttk 
mente posterior 
h = annpliíude da classe. 

Exemplc: Detennínar a moda para a dtstribuigao 


Ciasses 

o 1— 1 

1 f— 2 

2 1-3 

3 1— 4 

4 I- 5 

ñ 

3 

10 

17 

B 

5 


V' Passo: Indlca-se a dasse modal. No easo, Irata'Se da 3- dasse 2 
2- Fassc: Apíica-se a fcrmula: 


Mo = í + 


Ai +■ 


em üus: 


Portsnto: 


t = 2 

= 17- 10 = 7 
A¡, = 17 - 8-9 
h = 1 

Mo - 2 + 


7 + 9 


■ 1 = 2 r 44 


Exempío: Cateutar a moda para a distribuiqso. 


Saíários (USS )l 


de ejnpregadaí 


S0 H 180 


70 


180 I— £50 


140 


250 ¡— 300 
140 


300 I— 




























Observe que a$ ampNiutfes das ciasses náo sáo Eguais. Nestes casos 
É preciso calcular as "aansidades" das cfasses: F = h para se iclentifícar 
I a classe rnodal (aquela corn maior densidade). Assirn: 


Safárips (USS) 

F , 

F/h 

80 ^ 180 

70 

70/100 = 0,7 

180 h^ Ü ' 250 

140 

140/70 =2,0 

250 300 

140 

140/50 = 2,8 - 

300 500 

50 

60/2 00 = 0,3 


cJasse modai 




Passo: 

Passo: 


Cíasse rnodaL No caso será a 3 ;| dasse 230 ■— 300. 
Aplica-se a fórmula, onde: 

f = 250 

- 2,3 - 2,0 ■ 0,8 
A 2 = 2,8 0 r 3 - 2,5 

h = 50 

0.8 


Mo = 250 + 


- 50 = 262,12 


0,8 -í 2,5 

Portanlo, o sararlo mals freqüente é USS 262,12. 

2 ? processo: fórmula de Pearson 


Mo - 3x 2x 


Ou se¡a, a moda é aproxjmadarnenie a díferenga eníre o Iriplo da me- 
1 ta o o dobro da médis, Esía fórmula dá urna boa aproximagáo quando 
oiStribuicao apresenta rasoável simetria ern relapáo á média, 

[ERCÍCiOS - SÉRIE IV - CAP1TULO 5 

Para cada série. determine a medíana: 

J) T, 3, 3, 4, 5, 6, 6 111} 12. 7, 10, 3, 8 

10 1, 3, 3, 4, 6, 8. 8, 3 IV) 82 e 85. 83, 84. 91. 93 


Para cada distribur^áo, déierniine a mediana 


E) 

II) 



2 

3 

4 

$ 

7 

F, 

3 

5 

S 

4 

2 



73 

75 

77 

79 

81 

ñ 

2 

10 

12 

5 

2 

T37 


T37 












































III) 

IV) 


x ¡ 

T2 

13 

15 

17 

F ac 

5 

13 

18 

20 


23?. 

233 

237 

240 


15 

40 

55 

61 


3. Para cada disLribui^áo, detarmine a mediana; 


Ctásses 

1 h 3 

3 j- 5 

SR7 

7 h 9 

9 h 11 

11 h 13 

ñ 

3 

5 

3 

6 

4 

3 


Ciasses 

22 h 25 

25 h 28 

28 j- 31 

31 h 34 

F i 

18 

25 

30 

20 


4. Para cada série, dererniíne a moda: 

j) 3, 4, 7, 7 r 7. 8, 9. ÍO 
31) 43. 40, 42, 43, 47, 45, 45. 43, 44. 43 

5. Psra cada distribui^ao, detarmine a moda: 


*r 

72 

75 

70 

BO 

"> *, 

2.5 

3,5 

4.5 

F i 

E 

13 

28 

30 

ñ 

7 

17 

10 


6. Para cada dlstrlbuEgao, deterrrine a moda petos dois processos: 


Císsses 

1 h 10 

10 S- 13 

T3 h 1G 

16 h 19 

19 j-22 

F s 

8 

10 

15 

10 

5 


Ctésses 

10 h 20 

20 i- 30 

30 h 40 

40 |- 50 

F*c 

7 

19 

26 

32 


7. Rara as distribuícóes: 


Classes 

4 h 6 

6 h 8 

Sh 10 

10 h 12 

F¡ 

4 

11 

1 

15 

5 
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caicule d g , P K e O,. 


Ctasses 

20 h 30 

30 f- 40 

40 h 50 

50 |- 60 

50 ]- 70 


3 

S 

1B 

22 

24 


caJcule D 2 . P 43 e Q g . 

■' ’ 

B Abaisío temos 3 distribuicao do íiúmero de acidentes por dia. dufante 53 
dias, em certa rodovia: 


N 9 de acideníes 

0 

1 

2 

3 

4 

N* de dias 

20 

15 

10 

5 

3 


Pede-se: 

a) determinar a média: 

b) determinar a mediana; 

c) catcular a moda; 

d) qua¡ a porcentagem de dias em que livemos dois ou mais acidentes 
por dia? 

I O numei'o de operárros acidentados por més, numa fábrica, nos ültimos 
dois anos, foi: 


I 

Más 

TO \ 

Jan 

Fev. 

Mar. 

Abr 

Mai, 

JlM. 

Jl-¡. 

Ago. 

Set 

Oul. 

Nov. 

Dez. 

1975 

4 

8 

3 

6 

7 

7 

3 

3 

2 

4 

3 

3 

ÍI976 

7 

4 

5 

5 

10 

5 

4 

3 

5 

4 

4 

1 


Faga X — número de operários.acitíeníadDS por més. 

a) construa a distríbuigáo de freqüéncia ftipo A). 

b) Qalcyle a média, mediana e moda. 

• Sendo: 


Jíde (snas) 

10 F 14 

14 h 18 

18 1- 22 

22 h 26 

26 h 30 

30 1-34 

34 ¡- 38 

38 h 42 

6 de pessoas 

15 

28 

40 

30 

20 

15 

10 

5 


a) determinar a média 

b) catcular a medída que deixa 50% dos eJementos; 

c) determinar a moda (fórmula de Czuber): 
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d) calcular o 3° decit; 

e) deiermínar a medida qits deixa 1/4 dos elementos - 
t) catoclar o perceotM 80 

g) qual a porcentagem das pessoas maiores de idade? 

11- Foi pedido acs slunos de uma ciasse üe 40 afunos qee escolhe; 
dentre oé números 0. 1, 2, 3, 4, 5, 6. 7, 5 e 9. Gbte'/e-se o seguínte r 

8 — 0-2-3 — 3—5 — 7 — 7 7-S 

5- 4 — 1 -9 — 6-6“6—0-3-3 
7 — 7 — 6 — 0—1 — 3 — 3-3 — 7 — 7 

6- 5-5 - 1-2-5-2-5-3-2 

a) mcntar a drslnbuigao de freqüéncia (tipo A); 

b) determinar 3 médfa; 

c) quai fo¡ o n- mais escolhido? O que e3e representa? 

d) calcuje a mediana. 

12. Abaixo ü$\3Q datías as nctas (em créditng) de 50 alunos; 

60 85 33 52 65 77 84 65 74 57 

71 35 81 50 35 64 74 47 54 66 

80 61 41 9 T 55 73 59 53 77 45 

41 55 78 48 69 35 67 39 60 76 

94 98 66 66 73 42 65 94 88 69 

Pede-$e: 

a) determrnar a amplftude total da amostra, 

b) núm.ero de cfasses pefa fórmuta Slurges. Dado Eog 50 - 1,7; 
cí ampjitüde das ctasses, 

ó) quars ss cfasses? (inicÉe peJo 30); 

e) freqüencias absolutas das cfesses; 

T) freqLjéncsas reJativas; 

g) pontos médios das cfasses: 
hj freqüéhcra acumutada; 
i) histograma; 
í) poligono de freqüéncia; 
kj gráfico da freqüéncia acumulada; 

l) média 

m) moda - processo gráfico; 

n) medrana - peto gráffco do item k; 

o) i" e 3 quartis — pelo gráftco do item k; 
pi 7 decsl e 55- percentft pelo gráfico. 
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5,6 MEDJDAS DE DISPERSAO 


Sao medidas estatlsíicas utiiizadas para avaüar o grau de variabilidade, 
dispersáo, dos valores em íornü da média Servem para medir a repre- 
fntatividade da.médfa. 


disperssb 


x. 


Sejam as séries: 

a) 20. 20. 20 

b) 15, 10, 20. 25, 30 

Tém-se: x. s = 20 a x n 


20 


íserve: Apesar de a& séries tereni rnédias iguais, na série "a" nao se tem 
dispérsSo, enquanro os vaiores da série "b !: apresentam disper- 
sóes em tomo da média 20. Asstm. a média é muito mais repre- 
sentativ.a para a série "a r do que para a série "b”. 


.6.1 Amplltude Totat 

É a diferenca entre o maior e o menoi dos valores da série. 



?mplo: Para a série 10. 12. 20, 22, 25, 33, 38 

fí 38-10 28 

A utiiizagáo da amplitude total como medida de dispersáo é muito limstada, 
j, sendo uma medida que depende apenas dos vaíores externos. é instáveJ, 
sendo afetada peta dispersáo dos valores intemos. 







5.6-2 Desvio Médío 


Desde üue se deseja medir a dispersáo os dados em relagáo á mé 
pareoe interessante a aoálise dos desvios em tomo da rnédis Isto é, anal 
os desvios: 

d f - (x¡ - x') 

Mas a soma de todos os desvios e iguai a zero. Isto é: 

Wi - x] = 0 

Logo, sera preciso ertcor¡traT uma maneira de se trabalhgr com os deé 
sem que a soms dé zera. Dessa forma deflne-se desvso mádío coino: 


t K4 F, s 

- X\ F; 

°M „ 

n 


Veja que os desvios foram consideradDS em móduSo, evltando-se a¡ 
que soma fosee nula, Observe examplo adianie, 


5.6.3 Variáncia 

Neste caso consfdera-se o quadrado de catía desvio (x, xf r evitai 
com isso que ^d ; - 0. Assrfn. a defiiiicáo da variáncta poputacional é dada f 



raia-sc da média arifmética das quadrádos dos desvios, 


Observaáaq- i a £ indica vartáncía populacionaf e lé-se sígma ao quadra 
2. X da fórmula é a media da populacáo 













Para o caso do cálculo dá variáncáa amostraE é convenienie o uso da 
u'rnte íórmuia: 



Como vocé devc ter notado, as dÉferencas errtre as fórmulas sáo; para o 
sp da variáncía popufacionai ít 2 , utifi^a-se a média populacionaJ (X ) tendo 
10 denominador a tamanho da popuJagáó N. Para o cálcuio da varíáncia 
ipstral: &■ uttfiza-sé a rrsédia amostral ( x ). tendo cottiq denomínador o tamanho 
amostra menos um: (n— 1) Formulas prátícas para os cálcüios das variáncfas: 


*-i 

(ZX¡ Ff 1 

[vfñ- y J 




" , r 

S - n - 1 

1 * n 


ou 


je foram odtidas por transformacoes nas respectivas fórmulas ongtnass. 

L6.4 Desvio-padráo 

Observando-se a fórmula orfginaf para o cáleulo da variáncta, nota-se Que 
uma soma de quadrados. Dessa forma r se a unidade da variávef for r por 
jmplo, metro (m) teremos oomo resuliado metro ao quadrado (m 2 ). Para se 
a unidade original, necessita-se ciefinir outra medrda de dtspersáo, que é a 
quadrada da varfáncia - o desvio-padráo. Assriri: 



é o desvio-padráo populacionaj. 



é a desvio-padrao amosíraf 


Resumindc; para a cólculo do desvso-padráo deve-se primeirameníe de- 
linar o vaíor da variáncia e em seguida, extfair a raíz quadrada desse 
¡uttado. 
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E*empk)- Caleuíar o desvfe-médiei, a varíáncia e o desvic-padráo da s 
tfistribuipáú amcstral: 



5 

7 

8 

9 

11 

F í 

2 

3 

5 

4 

2 


1 U J Cátcuto do d&$vio médiú: 


= 


£|*¡ 


n 


Dü D m = 


í !4! F, 
n 


Primeir-amente precisa-se do valor da médla: 



3= -*' F ' - - 8<Q6 

e 16 


Para o oálcuto do sáo abertas novas cotunas, assim; 



Podanto, 


D W = 


S l rf i! ' F ¡ 19,24 

n “ = 16 = ^ 20 
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2 a } Giilculo ds variáncra amosira! 



Zxf Fj - ^- F í } 
1 1 n 



Observe que □ cásculc será faciiitado, pois sabe-se que: n = 16; F, = 129. 
sta encontrar I.* 2 P. Para tanto, uma nova ccJuf>a é considerada na tabela. 




F, 

*/F/ 

X?F¡ 


5 

2 

10 

50 


7 

3 

21 

147 


S 

5 

40 

320 


9 

4 

36 

324 


11 

2 

22 

242 

J 


16 

125 

1,083 


Observe: 


^ P t - 5 2 ■ 2 = 50 
4 F 2 ~ 7 2 3 - 147 


S 2 = 


/i - 1 


zxf F¡ - 


n 


1 

16 - 1 


1.083 


f129) a 

16 




J_ 

15 


1,083 


687 


15 i 16 


16.641 

16 


2,86 


1 

" 17.328 - 16.641 " 

“ 15 

15 


Logü, a varjáacie amostrat é 2.86; ou seia, S 2 = 2,86. 


Cáfcuío do desvio-padrac amostrat 

Comc S = \ ¡r S 2 !ogo S = ^2M 1,69. 

Resumindo A distribuigáo possui média 8,06. Isto é, seus vaJores esláo 
torno ds 8 f 06 e seü grau de conoentraqáo é de 1 ,2, medido pelo Desvio 
fuOi e de 1,69, meüidQ pelo Desvio-padráo, 
































Eté outro exemplo: 

Dada a dislribuígSo amoétraí abasxo r encontrar a médEa, t> desvio 
e o desuio-padrao. 


C/asses 

2|-4 

4 |- 6 

6 |- B 

B|- 10 

10 h 12 

F > 

2 

4 

7 

4 

8 


A constjtuigáo da tabeis auxiliar para os cáiculos devo ssr consl 
medida que vocé ror necessitando dos resultados parciais, portaffto, 
preocupe em memonzar e ordern das coiuoas. Eis a tabela auxiliar 





ClÉ&ses 

F ¡ 

*J 

*i 

l*r - * 1 

i F i 


2|-4 

2 

3 

6 

1 -3-7.2 1-4.2 

8,4 


4 h e 

4 

5 

20 

| 5-7,2| = 2.2 

8,8 


6 |- B 

7 

7 

49 

| 7 - 7.2 | = 0.2 

1,4 


8 J- 10 

4 

3 

36 

| 9 - 7,2 | - 1.8 

7,2 


1Ü¡- 12 

3 

11 

33 

| 11 -7,2 | ^ 3,9 

11,4 

V 


20 


144 


37.2 


l.u- 


-72 
20 “ ^ 


D m = = 1.86 


20 


S^ 


1 


20 - 1 
S V^B5 = 2.42 


1,149 - 


20 


= 5.B6 


Exemplci Cálculo da variááqfa populaciona!. Deísrrrsínar a vanártcia para a 



2 

3 

5 

6 

7 

F ¡ 

1 

4 

5 

3 

2 


Solupáo A ¡drmiíla prática para o cálculo da variáncia popiilacionat é daóa 


** = N 


^ n N 
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S&rá convenfente a conslrugao da seguinte tabela: 




F / 

x ¡ F ¡ 

x?F 
r > 


2 

1 

2 

4 


3 

4 

12 

36 


5 

5 

25 

125 


6 

3 

1S 

108 


7 

2 

14 

98 

V 


15 

71 

371 


Assim 



371 - 


171 ! 2 ~ 

15 


< 5 ^ - 2.33 


Quarito ao besvio-padráo popufadonal, íem-se: 


ét- = v ! 2,33 
a = 1 ,53 


6.5 Coeíiciente de Varia£áo 


Trata-se de uma rnectida rdattva de dispersáo úti! para a comparagáo em 
;pa relátivos do grau de ocnoeniracáo em tomo da médía de séries distin- 
É dado por: 


CV - % K 100 

OU 

o 

o 

X 

W!í 

II 

> 

O 

X 


X 


\e: c - desvio-padráo popijlacional 


X - média populadonal 
S - desvto-padráü amostrai 
x = média amostral. 


O caeEtoiente de variacáo é expresso sm porcentagens. 























Exemplo: Numa empresa, o saEárío médJo tíos hoinens ede $ 4.Q00.0Í 
tíosvio-paciráo de $ 1,500,00, e o das rmrlheres é 0 m mé< 
S 3.000,00, cam desvFO-padráQ de $ 1.Z00,00. Erríác 


ít 1 500 

para os homer=s C V = , = 4 ' Q x ioo - 37,5% 

fF i Pon 

para as mulheres C V = _ = x 100 40% 

x 3-UDO 


Lago, potiemDs conduir que os saEáfios cías muiheres apresentam 
dispersSo reJatjva que os dos homens. 

Diz-se que a dfstrÉbuípác possui pequena uariabtlrdade (drspersáoj qití 
o coefícíente der até 10% métiia tiEspersáo quanco estiver acima de 10%9 
20%; e grande dispersáo quando superar 20%. Alguns analisias eohsidera 

faaixa dispersáD: GV =£ 15% 
média dispersáo: 15% < CV < 30% 
aJta dispersáo: CV > 30% 


5T MEDIDAS DE ASSIMETRIA 


Denomina-se assirrrQLría a grau de afastamento de nma díslnbuigáo 
unidade de simetrEa. 

Em uma dFStrjbuicaa simétríca íem-se sgualdade das valcres da mt 
mediana e moda. Els um oxemplo gráfrco de distribLfigsa sirnétrica. 



Em uma disíhburgác assimétrica posJtiva. ou assímétrica a direita, ism-s 
Ma < JÍ c x 








EJs um sxsmplo gráfico de distrlbisígáo assimetrfca positiva 


mo x x 


Em uma distribuigáo assimétrica negativa, ou assimétrjca á esquerda, 
■se: 


jf < x < Mo 

Eis u’Ti exemplo de distribuigáo assimétrica negativa: 


x x mo 


Existem vánas fórmulas para o cáícuJo do coetrciente do assitnetria, deníre 
sác útets: 


Goeficiente de Pearson 


AS - 5 --^ 0 

au 




S 
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2' 2 Caeficiente de Pearson 


AS = 


O t + 0 3 - 2x 


a, - Q , 


Se: AS - □ drz-se que a dfsíriüuigáo é simétrica 

AS > 0 diz-se que a dfstribuiQáo é assimétrica posiiiva (á 
AS < C diz-se que a distribuiqáo e assimétdca negatsva (á esí 

Pode-se uirlizar quaíquer uma das fóirnulas oara identificar 0 
assfmetrra de uma dtstnbuicáo. 


Exemplo: Datía a distribuiqao amostrai- Cafcular os tíois coefÍGienies tíe Pc 


Salártos {$ 1.000.00) 

30 \- 50 

50 h 100 

1001- 150 

EmpregadGS 

ao 

50 

30 


Para apíicar as formuias é necessário calcular a média. moda. 
padráo. I 5 e 3 S quartis e a medfana. Assfm: 


Ciasses 

F/ 


* ¡ F ¡ 

x?Fj 

ñ** 


30 h 50 

ao 

40 


125.000 

80 + 20 = 4 

eo 

50 f- 100 

50 

75 

3,750 

2S1.250 

50 ■+ 50 = 1 

130 

100 1- 150 

30 

125 

3.750 

468.750 

30 50 = 0,6 

160 


160 


10.700 

878-000 




)f - = 66,875 

Mo 30 


4 - 3 


20 = 41,423 


53 ,59 [ 378 - 000 - 

S = 31,96 


na.700) 2 

160 


Ó, = 30 + (40 =M - 20 = 40 

30 


= 1021.62 


150 




























0 3 - 50 + 020 - 30^0 _ 90 


x = 30 + 180 —*■ ' 20 - 

SQ 


= 50 

AS = S - Mo = 66 : 37_5_- 41,429 _ 


31,96 


0,796 


AS - 


Q^Q 3 - Zx 40 + 90 - 2 - (50) 


°3 ~ 


90 - 40 


= QJB 


Como. níDS-dois casos, AS > 0, diz-se que a dJSifibuicáo é assimétrtca posiíiva. 


MEDIDAS DE CURTOSE 

Denomina-se cuftcse o grau de actiatamento da dfstribuigáo, 

Uma distribuigéo nem chata, nem deígada, chama-se mesócúrtica. Eis um 
)ío gráfico de distribuigáo mesocúrtcca. 



Lima dístribuigáo delgada chama-se teptocürtíca. Eis um exemplo gráfico 
ibuigáo leptocúrtica. 
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Uma distribuMjác acbatada denomina-ae piaiicúrtica. Eis um exemÉ 
fico de distribuidáci platicúrttca. 



Para meclFr o grau de ciírtose utiljza-se o coeíiciente: 


K = 


P 3 - «1 

- PfO» 


em que: 0 3 = 3 e quartil 

= I 9 quartil 
P qo = 90 - perceniii 
P t0 = 10 P percentil 

Se K - CK 263 . diz-se pue a curva corresdor=dení& á disirstsusgáo de 
qüéncia é mesocúrtica 

Se K 0 . 263 , diz-se oue a curva correspondente á distnbuigáo de 
qüéncia á piadcúrtica. 

Se K 0 , 2 S 3 r diZ'Se que a curva correspondenie á disíribuicáo de 
qüéncsa é lep:ocúrtica, 


Exemplo: Dizer que tipo de curva corresponde é drstribuipáo amostral- 


Ctesse s 

33 - e 

8 f- 13 

13 U 1 S 

18 |- 23 

H 

5 

15 

20 

10 


Solugáo: 


Cl3s$e$ 

3^8 

Sh 13 

13 h 13 

18 |- 23 

Fi 

5 

15 

20 

10 


5 

20 

40 

50 


t 

T 

t 

t 


Ciasse P 1D 

ciasse 

cíasse Oj 

rfasse P gü 
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o 


- o <12j5_- 5) ■ 5 g» 
1 P - 10,5 


O q = 13 - '37,5-201 5 

20 

p , (5 - 0) ■ 5 0 

“10 ™ “ + ^ — - s 


~ T7.3S 


- 20.5 


P m =W 4- ' 4S T^P)_5 = 

90 10 

173S-2^5 
2(20,5 - 8j " U ' 2/ - 

Portanío, K > 0,263, logo a curva correspondente é suavemente plaUcúfíica. 

[ERCÍCIOS - SÉRIE V - CAPÍTULO 5 

iidas de Díspersáo, Assiroetna. Curtose, 

Dada a amostra: 2 . 3. 4, 5, 7. 10, 12 

a) quaí é 2 anfplctude taíaf? 

b) determine 0 desvio médío; 

c) calcule a varráncia. 

Para a série 5 : 5, 5 r 6, 6, 6. 6, 7 r 7, 7. 7. 7, 7, 0, S, 8, 9, 9. 

e ) construir a dlsírítjuigáo simples de freqüéncia: 

□ caicuiar a ampJltude; 
c'í détermmar 0 desvio médtü: 

; tí) caJcular a varíáncta popufacional; 
fi) determinar c desvto-padráo populactonaí. 
cafcular o coefioienta de variapáo. 

ilcular a variáncia amostraf: 


Cfásses 

2 \- 4 

4(- 6 

6 h 0 

8 J- 10 

10 h 12 

1 F ' 

3 

5 

S 

6 

3 


rm leste apiicado a 20 afunoSj obteve-ae a secjLrinte drstribufoáo de poritos: 


Pontos 

35 J- 45 

45 55 

55 h 65 

es 1- 75 

75 h 85 

85 h 

■V- ot a/unos 

1 

3 

a 

3 

3 

2 


153 



























a) calcular o desvro médip; 

b) deíerminar a variáncia popLrlacicmaE: 

c) determinar o desvio-padráo; 

d) caEcülar o coeñcreníe de variapáo; 

e) determÉnar o coeffcrenLe ass¡metna (1- coeficiente de Pearí 
f} catcuiar o ooeficíente de curtase. 

5 Abafxo temos a distribuigáo de Ereqüéocja dos pesos cíe uma amoí 
45 aSuoos: 


Peso em k 

4G h 45 

45 h 50 

50 h 55 

55 h GQ 

60 h 65 

65-1 

N' de iKunús 

4 

10 

15 

& 

5 

3 1 


a} determirw a média: 

b) determinar a varfáncia. 

c) qual é o vaior do coelrciente de varfagáo? 

d) a disrribufgáo é simétrzca? 

e) a distriburpáo é mesocürtica? 

6. Sencfo: 


Ctesses 

30 h 40 

40 h 50 

50 h 60 

60 h 70 

70 h eo 


10 

20 

35 

25 

10 


caícuJar x „ S 2 , S. CV, AS & K. 

7. A distribuígao ab-afxo possuf desvio-padráo ^gual a 3,02. Determine o ví 
do coeficiemo de variabifidade. 


Cfasses 

0h4 

4 h 3 

ah 12 

Freqüéncsa 

2 

3 

2 


8. Um fabrrcarTte de catxas de cartoñrra íabrica tres tipos de casxa. Testa- 
a reaísténcia de cada cafxa, tomando-se uma amosira de tüO calxas e 
detejrninando-ss a pressáo necessaria para romper cada caixa. Sáo O: 
sepuiníes os resultados dos testes: 


Tipas de catxas 

A 

B 

C 

Pressáo média de rupíura (bána) 

150 

200 

300 

Desvio-padráo das pres^óes [baria:- 

40 

50 

60 
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a') que íipo de caixa apresenta a menor vanagao absoluta na pressáo de 
ruptura? 

b) que tipo de caixa apfesenta a maior variagáo reíativa na pressáo 
d£ ruptura? 

Um pesqoisatíor da rádio XY aborda 30 transeuntes ao acaso e pergun- 
ta-Jhes a idade. O resultado é dado pela tabeía: 


35 

26 

39 

25 

39 

22 

42 

40 

39 

22 

21 

40 

16 

32 

39 

21 

26 

39 

16 

37 

23 

14 

27 

44 

30 

32 

21 

15 

26 

43 


a) resuma as íntorrnagóes sob forma de urna distribuigao de frequéncia, 
Dado log 30 = 1,46; 

b) apresente os cfados na Forma de um hiatograma; 

c) calculB a média e o desVio-padráo amostral. 

E dada a distribuigso dos salários ssmanaís de 100 funcionários: 


Safário poT 
semana ($) 

500 b 1 -000 

1.QDD h 1.500 

"L50G h 2-000 

2.000 I- 7 JOD 

2,500 b 3-000 

Wde 

empregados 

26 

43 

17 

9 

5 


a) calcule a variáncia populacbnal: 

b) a distnbuigác é asstmétrica? 

|c) a distribuigáo é lepiocürtica? 


ERCÍCIOS - SÉRíE VI - CAPÍTULO 5 

itdas de Posígáo, Dispersáo, Assimetría e Curtose 

Dada a série; 1,2; 1 t 4; 1,5; 1,S; 2 calcular a média e o desvio-padráo 
poputadonaL 

- Calcuíar: 

bbi média 
kí mediana 
moda 
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d) desvÍQ ínédio 

b) coeficíeníe de ass matría da segutnie distribujqáo- 


Aitura (cm} 

Freqüétjcis 

160 h 164 

5 

164 |- 168 

13 

1681- 172 

22 

172 b 176 

25 

176 J- 130 

10 

iaOf" 1B4 

3 


3, iMum fim de semana, o supermercado X vendeu as seguíntes quanttda 
came: 


Tipo de Carne 

Prego {$ por kg) 

Quantidñde (kg} 

Bci 

35 

1.000 

Porco 

36 

450 

Galinha 

39 

600 

Pem 

45 

350 

Peixe 

28 

250 


Qua! foi o proco médio por quiiograma vendlcto? 

4. Compíetar os dados qua faltam para a seguiníe dfstribuigáo: 


x i 

ñ 


*, 

1 

4 


0,04 

2 

3 



3 


30 

0.18 

4 

27 


0.27 

5 

15 

72 


6 


83 


7 

10 

93 

0,10 

S 
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Encarrtrar 3 treqü'éncfa cairespondente á íerceira ctasse da dístribLii£áo a 
seguir, sabendo-se que a média é iguat a 11 ,,50. 



S 

9 

13 

13 

25 

ñ 

4 

5 

1 -1 * 

3 

f 


Achar o 1- quartil. □ 7 g dedl e 0 73" percenííl da distribuigáo. 


Ctósses 

Q h 1 

1 h 2 

2f 3 

3 |- 4 

4 h 5 


10 

12 

12 

10 

6 


Obter a moda & a variánda para a distribuigáo amostrat: 


Clssses 

0}-25 

25 h 50 

S0 h 75 

75 h 100 

100h 125 

ñ 

20 

140 

180 

40 

10 


LaAcando um dadc 50 vszes obteve-se a seguinte distribuigáo: 


*i 


1 

6 

2 

11 

3 

6 

4 

7 

5 

9 

6 

11 


caícuíar a varianda populacionai 0 o desvío-padrao 
Caicule a rrtédia e a variáncia ámostral: 



30.000 

30.002 

30-004 

3G.Q06 

30 008 

30.010 


10 

22 

36 

46 

50 

52 


Estudar a distribuícao abaixo, com respeito á assimetria e á curtose. 



150h 200 

200 - 250 

250 h aaa 

300 h 350 

330 h 400 

400 j- 450 

450 h 500 

S 

5 

16 

21 

28 

19 

.1 

8 

3 


r 57 















































11. Crorrometrando o tempo para várias provas de uma-gjncana automobiíra 

tica c eócontramos: 

Equipe í: 40 provas 

tempo médfo: 45 segundos 
variánda; 400 segundos ao quadrado 

Equlpe 2: tempo; 20 40 50 80 

n 9 de provas: 10 15 30 5 

a) qual o coeficiente de variacáo relativo á equípe 1? 

b) qua! a média tía equípe 2? 

c) quaf o deavio-padráo relativc á equipe 2? 

d ) quaJ a médía anlméitca referente as duas equjpes constcteradas sm nonjunto J 

e) quai a gquipe que apresenfou resultados mais homogéneos 7 Justifique 

12. Datía a amostra de S0 rendas (em nnilliaros) de dada regiio geogrsfica: 


10 

7 

8 

5 

¿1 

3 

2 

9 

9 

6 

3 

15 

1 

13 

14 

4 

3 

6 

6 

S 

10 

11 

12 

13 

14 

2 

15 

5 

4 

10 

?. 

1 

3 

8 

10 

11 

13 

14 

15 

ie 

S 

9 

5 

3 

2 

3 

3 

4 

4 

4 

5 

a 

7 

H 

9 

1 

12 

13 

14 

16 

agrupar os elementos 

ern 

ciass&s 

Sendo K - 

6 e b = 


b) corís;ruir o histograme e o poiigüíio tíe Ireqüéncia acurtiuiada: 

c) construir o gráfico de íreqüéncia acumulatía, 
o,i caicular a média; 

e) caicular a mediana; 
í) determinar o 3 C quartif; 

g) calcular o 4° decil; 

h) calcular o 47° percentit; 

i) determtnar a metíida que deiica 25% das rendas; 
j; caicular o desvio medio 

l) determmar a variáncia. 

m) determrnar o tíesvio-padrsa; 

n) quai é o vaior rfo coefrcteme de varraqáo? 

o) a distribuigáo é símétrica? 
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p} a dfstríbuigáo á mesocúftica'? 

q) usanüo o gráfico da freqüéncia acumulada. determine o 1 D quartiJ, o 
7 S decil e o 80- percentil; 

r) prepare urn relatónó para a descriqáo das rertdas dessas lamílias. 

EXERCÍCIOS - SÉRíE VII - CAPÍTÜLO 5 

Para cada uma das questóes abaixo. 
assinale a alternativa correta- 

1. A média aritmética é a razao entre; 

a) { ) o número de valores e q somatúfso deJes; 

b) ( ) o somatório dos valores e o número deles; 

c} ( ) os vafores e.xtrernos; 

d) ( J os dois vaiores centrais. 

2. Na série 60, 90. 80, 60, 50 a nnoda será: 

I a) C }50; b) ( )60; 

1 c) ( ) 66; d) ( )9Q. 

3. A medida que tern o mesmo numero de vaiores abaixo e acima dela é: 

a) £ ) a moda; b) ( ) a média; 

c) ( ) a mediana; d) { ) o lugar mediano, 

4 A soma dos desvios entre cada valor e a média é: 

a) ( ) posítiva; b) ( ) negativa; 

C) ( ) diferente de zero; d) ( ) zero. 

5 Na série 60, 50, 7D, 80, 90 o vaior 70 será: 

a) ( ) a média e a meda; 

b) ( ) a média s a mediana:. 

c) ( ) a medfana. e a mpda; 

d) ( ) a mcdia, a mediara e a moda, 

■6. Quando queremos veriftcar a questso de uma prova que apresentou maior 
nümero de erros, utilízamos: 

a) ( ) modá: b) ( ) média; 

c) ( ) mediana; d) ( ) quaiquer das anteriores. 
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7 Dacto o hístograma abaixo, no snteríor oe cujos reíángulos roram anotad. 
as íreqüencias absdutas, entáo a medtana é: 


10 


25 


30 


20 


15 


2 

4 6 

s to 

u 

a) { ) 6 r 5; 

bj ( I 3,0; 

4 t ) 7^; 

( 


8. Ma aérfe 15, 20, 30 r ¿0, 50.. há abaixQ da mediana. 

a) { ) 3 vafores; b) ( ) 2 vaforas; 

c) { ) 3,5 vaJores; d) ( ) 4 vafores, 

9, Dada a figura a seguír, podemos a'firmar que 



a) ( ) a moda é masor do qué a mediana e menor do que a méúia. 

b) ( ) a moda e menor do qy® a medÉana e major dc que a média; 

o} ( ) a moda é menor do que a mediana e asta maior do qua a múdfa 

d) ( ) a medfana é maior do que a média e menor do que a moda. 

10. O coeflcíenfé de varíaqáo é uma medida que expressa a razáo eníre: 
a} i ) desvtG padráa e média: 

b) [ ) média e desvío-paóráo; 

c) í ) ampSitude semí-Lntorquartética a mediana 

d) ( ) desvio-padráo e mod-a 

















11. 0 cálcLilo da varíáncla supoe o conhecinnenio da: 

a) ( ) média: b) { ) mediana; 

c) f ) ponto médio; d) ( ) moda. 

12. Numa dfstribuigáa de vaiüras iguais, o desviO’padrao é: 

I a) ( } negaüvo; b) ( ) positivo: 

c) { ) a unidade; d) { ) zero. 

13. Na série 10, 20, 40. 50, 70, 80, a mcftgana aerá: 

I a ) ( ) 30; b) f ) 35; 

c ) ( ) 40; d) ( ) 45. 

ExajTfinando a íigura a seguir podemos dizer: 



a) { : o tíasvio-padráo da dístribuicáo Á é maior do que o da distritiLJidac 

3, e as médias sáo iguass: 

b) ( ) o desvio-padráo de A á menor do que odeSeas médías sáo difa- 

rentes; 

c) [ ) o díísvio-padrao de A e fguai ao de fí, indepenuentememe do vabr 

da médía: 

! d) ' ) S£ tíistribULCces possuem o mesrno coeficiente de variagáo. 

Reaieou-se uma prova de maiemáíica para duas turmas. Os resultados 
foram os segufntes: 

Turma A: * - 5 e a = 2.5 

Turma ¿3;x = 4ea = 2 

Gom esses resuJtados. podemos afirmar: 
a; ( ) a ttirma B apresentou masor dispersáo absoluta: 

b) í ) a dÉspsrsáo relativa é igual á dispsrsáo absoluta; 




















Eurma B; 

d) ( ) a dispersáo absoíute de A é maior do que a de B. mas em termas 

relatÉvos as duas turmas náo crLterem quanío ao grau de dispersád 
das notas, 

16, O desvío-padráo de um conjunto de dados é 9. A variáncia será: 


D) ( ) 18; 

d) ( ) 81. 


a>( 

c ) ( ) 36 ; 


17. 50% dos dados da dFstríbuigao sttuam-se: 

a) { ) abaixo da média; b) ( ) acima da mediana; 

cj ( ) abaixo da rnoda: d) { ) acima da médta. 


ie. Dada a ftgura a seguir [poligono de- ireqüéncia';, o pnm&sro quariil da 
disUibuipáo será: 


a) í ) 5,0; 
c) ( ) 4,8; 


b) ( ) 5,5; 
d) í ) 3,0, 


Fi 


1 

F 

F 

4 

H 

1 



2 4 6 0 10 12 


Ctasses 


19. Os coetícientes de variagáo dos resu¡Jtadüs abaixo sáo: 
Estatística: x 80; 5 16 

Hfatórra: x - 20; $ 5 


a) ( ) 16% e 40% 

c) ( ) 50% e 


b) ( ) 20% e 25%; 

d) ( ) 80% e 40%. 


£0. Média, medtaFta e motía sáo meditías de: 


a} [ i dispersáo; 

c) ( ) assimetrta; 


b) ( ) posígáo: 

d) ( ) curtose. 
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Uma empresa possui dois servenies recebendo satários de S 2.50G r 0ü 
cada jfn, quatro estriturários reccbendo S 6.000,00 cada urr¡, um chéfe 
de escniórío com salário de $ 10.000,00 e trés tétnicos recebendo $ 22.000,00 
cada ü m- A meíiia destes satáríos é: 

aj ( ) $ i ,050 f 00 b) í ) S 5.050.00; 

c) ( ) $ 26.250,00 Ó) ( ) nxa. 

O valür tíominante üe uma distríbuí^áo de Ireqüéricia chama-se: 

a) ( ) médiana; b) ( ) mádia; 

c) ( ) modá; d) ( ) l e quartil. 

Na distrtbuítáo abaixc. 


Class&s 

Freqüéncia 

3G |- 40 

10 

40 h 50 

20 

50. h m 

35 

60 j- 70 

25 

70 h SO 

10 


A moda é; 

a) ( ) 50,6; b) ( ) 55-; 

C) ( ) 50: d) ( ) 56. 

Para a distribuÍQáo: 


Ciasis es 

150 I- 2CD 

2Ü0 h £50 

550 5- 3&0 

300 h 350 

350 | 40D 

.nw - 450 

450 |- 500 

1 

5 


21 

28 

19 

8 

3 


A média será: 


a) ( } 350: b) ( ) 313; 

0} ( ) 324,76; d) ( ) 323,60. 

O valor tía medida cue deíxa 45% dos elementos da distribuidao: 


ftonda 

10 | £0 

?a h 30 

30 h 40 

40 h 50 

50 h GO 

S0 - 70 

70 h BO 

ao - 

9D |- 1D0 

N-' de 
famiítas 

50 

100 

150 

250 

150 

1QD 

BQ 

70 

50 
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b) ( ) 50; 
d) ( ) 63. 


é; 

a) < ) 45; 
c) ( ) 46; 

26. 0 5' decil tís disifibuipáo; 


CÍ3S-SQS 

2h 4 

4|-6 

e h s 

Sf- 10 

10 h 12 

4 

5 

7 

m 

3 

5 


é: 

a) { ) 7,20: t>) ( ) 5.50; 

c) ( ) 6, .60; d) < ) 7.20. 


27 A média da disiribuiQáo: 


Classüs 

OrS 

6 h 12 

12 h 1B 


1 

2 

5 


é: 

a) ( ) 12.0: 
c) ( ) 10.63 


t>) í ) 3,5; 
d} f ) 11,4. 


28. O desvio médio da distribuiQao: 


Classes 

90 110 

110 h 130 

130 h 150 


2 

1 

2 


é: 

a) ( ) 12 ; 

C) ( ) 16: 


b) í ) 14; 
d) ( ) 18. 


20. A variárccia da disfribuifao: 


a} ( 
c} ( 


Cíasses 

1 h 3 

3 h 5 

5| 7 

k 

1 

2_ 

2 

5 

5 

5 


) 2 : 24 ; b) ( ) 2 . 8 ; 

) Ó) { ) 4 . 


1S4 


























30. A médía de uma série de valores igiíais a uma constante é 

a) ( ) zevo; 

b) ( ) o vator da constante- 

c) ( ) a unidade; 

d) ( ) náo é possívei caícular o tíesvfo-padráo. 


EXERCÍCIOS - SÉRIE VIII - CAPJTULO 5 

Expliqus qual a ulílidade das medidas de postgáo. Dé 3 excmplos, 
2 O que sáo medídas de d-Jspersáo? 

Fale sobre as medidas de curtose. 


Se muitipíicarmós todos os elementos de uma série por uma constante. 
que acontecers com a média? E com s variáncia da série? 

5 Quanto vale 2 {x¡ - x)7 

Se sornarmos a todos os eíementos de uma sérre um número, o que 
aconLecerá com a média e a variáncia da série? 

Q 1- decil é igual ao décimo percentil? Explíque. 

Para analisar os dadcs de uma foJha de pagamentos, quais medidas vqcé 
utilisaria para: 

a) descobrir o salário mais freqüente: 

b) descobrir o salário que divide os pagamentos em partes íguais: 
cj descobrir a dispersáa absoleta em torno da tnédia; 

d) descobnr o grau cfe dispersáo relativo, 

Numa aistribuigáo, teremos sempre a mediana e a média entre o r 3 e 3 : ' 
quartrs. Discuta. 
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Distribuicoes Amostrais 


6-1 INTRODUQÁO 

No Capitülo 4 íoram apreseníadós os principais rnodebs de disíribuFgác 
de probabilidade, enquanío no Capíiulo 5 foram desíacadas as medidas que 
caractenzam uma amostra. 

Neste capftulo juntam-sc os modelos e as medidas obtendo-se as disírkj 
buiCóes amostra¡5 dos princÉpais estimadores. 

O conhectmento dessas distribucpóes é a base para apiicar as técnicas^ 
de inferénciss esíatisticas apresentsdas nos capituJos segutnies. 


6.2 PRINCIPAIS CONCEITOS 


6-2.1 Inferéncia ou Inducao Estatística 

Trata-se do processo de obler ¡nformapbes sobre uma populagáo a parti- 
de resuítados observados na amostra.. 

De modo geral íem-se uma populaqáo com grande nümero de elementos. 
e deseja-£ú. a partir de uma amostra dessa populacáo. conhecer "o mais pró- 
xlmo possiveí" algumas característtcas da popuiaváo 

Seja X uma das variáveis da p'Dpulaqao que se deseja astudar Seja B 
unía caracteristica jmedida) de X que se quer conhecar Esse 'conhecÉmento 
de ñ se dá pela cpnstrupáo de um estimsdcr fi que reveiará o valor mais 
aproxímado de 8 a partir dos eíementos amostrais Assim: 


1S5 














Para efeitos óo desenvolvimento dos demais conceitos seráo conside- 
rgdas populagóes infinftas- Ou seja, amostragens cte populagóes muito grand&s 
podem se; consideradas como amostragens de populapdes infinitas, Portanto, 
cs oarárnetrGs populacionais 8 sáo desconhecidos. 


6.2.2 Amostra Aleatória 

Ss|a X uma variável populacionai que se deseja estudar Lima amosíí'a 
3 :eatória de X é o conjunto de n variáveis ateaíónas independentes {X v X ST ... X,j 

íal que cada X f (i - 1. 2.. n} tenn a mesma caracteristica. ou distriburgáo, da 

taariável X. 

Assim, se X = /V(p; cf 2 ) f cada X, terá distribuigáo /Viu;it 2 'i . 


i.2*3 Estimador ou Estatística 

Dada uma amostra aleatória. estimador ou estaiísiica é qualquer variávei 
iteafória fungip dos elementos amostraÍE. Ou seja; 

é- f(x^, x 2 . x n ) é um estfmador do fl 

Observe que a definigáo é extremamente elóstica, permitindó que 
cualquer combinagáo das variáveis amostrais (X^ X 2 ,.... X n ) seja um estima- 

|ar ou estaíistica.. 

As medidas de posigáo. dispersáo, assimetria e curtose vistas no Capítulo 
sác exempJos de estimadores. Assim; 







£} Estimadores para a médfa popuEacionat: p. 
Msdia nritméfica au amosirisl 


x - 


x v X 2 f X 
n 


n 


E Jf, 


rr 


/Wád/a geomérnca 

%= 3*-.. JT^ 


e outras médias. 

b) Estímador parg a variáncia populacionaE: cr 2 
1/artíncj'a a/iTosíra/ 

/7—1 

c) Estinfíador para a propo^gáo ou probabiNdado de um ever 
populacionai P. 

Pregoéoc/a' reíaírVa 

f n - - - n úmero cté casos favoráveis ao evenío 
n ~ número toíal de oasos 

d) Estimador para o desvlo-padtáo populaoronal c. 

Desvio padfáo amostrai 

S = Vs 2 


e) Estisrrador pars a soma. ou dtfsrenga, de duas médias popu- 
lacionais 4 ^ ± p 2 j, 

Estímadores: a} [Xj ± x 2 ) 

b) Mg, ± Mg¿ 

e ouírss médias. 


Pelo que ; o( apresentado deve-se :er um c-ritórra para escoiher 0 "melhor 
estimador ds um parÓToetro popuiacronaL Numa das próximas seíjües desse 
capítulc vocé conhecerá alguns critérios para se "eJeger' um büm estimadgr 




6.2.4 Esíimatíva 

O vator numéricts de um esíimaüor é conhecido como uma esümativa. 
Assinrt. x 17.a e uma estimativa da medsa popuiacionel p.. 


6.2.5 Distribuigáo Amostral 


Constdere todas as possív-eis arrtostras de tamanho n que podem ser 
trardas de determioada popuíaeao. Se para cada jma delas se calcular 
valor do esíimador, lem-se uma distribuigáo amostra! desse estimador. 
íra, cotrto o estimador e uma variáveJ aÍBatória, poda-se determínar suas 
iracterísticas, isto é, enccntrar sua média T variáncia, desvio-padráo.., 


A$ distribuig5es amostrais s¿o fundamentais para o processc de inferén- 
estatística, cornc poderá ser constatado nos capííuios posteriores. 


6.3 DISTRIBUIQÁO AMOSTRAL DAS IVIÉDIAS 




Lembrando o conceito de distriouEpáo amostrai, vrsto anteriormente. bus- 
se descobrir quai é a distribuícáo da média ariimética x ? 


Sabe-se que x - 


E X: 


n 


(média aritmética) é um estimador da média 


fuíacáonal p. O estimador x é uma variável aieatória, pcdanto, busca-se 
Uiecer sua distribuicáo de probabiiidade. 


.3.1 Teorema t 

A rnécia da distribucgáo amosfmf das médias, denoíada por \i{x) é iguai 
^dia popuiácional p Isto é: 


F[3rJ = p ix) = p 


Ásslrn. é provado que a média das médias amostrats é igual á media 
lacíonat. 



6.3.2 Teorema 2 


Se a popula£§o é ínfinita, ou se a amostragem á com reposigáo. entS: 
variánda da dístrrbuigáo amostraj das rnédias, denotada poro 2 (íi é dada 





oncie a‘ : ' é a variáncia da populagáo. tsío é, p-ode-se atirmsr que. para poji 
lagdes irrfmitas, ou amostragens ccm reposicáo, a vanáncia da distribuigao da 
msciias é igual á variáncra tía populaqáo dividida pelo lamanho da amostra 


6,3>3 Teorema 3 

Se a popuiapáo é fjmta, ou se a amostragem ó sem reposigáo, entác 
variáncia da dÍstribuiQáo amostral daa médras é dada por: 


zt-;\ o z IN-n\ 

v W -r:— t 

n \ N - i / 


sendo que: (x) li 


6.3.4 Teorema 4 


Se a popufadáo tem ou náo distrsbuigáü normaí ccm média p e variáncé 
. entáo a riísíribuigáo das médias amostrais será normaimente distribuí 

com média p e variárscsa 


n 


bsses quatro taoremas provam que a média amosíral i x) tem disíribui 
norma! com média igual a mérfsa da popuiacáo íp) e variáncia daria por 


para populac&es infínitas, e ^ 


u 2 N — n 


N - 1 


para populacóes finitas. 
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Gra:icamftnte: 



Ou ainda: 


x = N 




o 2 1 


n 


ou x = N 


a 2 

n 


(N- n Vl 
W-‘t 


Com distribLÉÍgoes padroni^arfaE dadas por: 






6.4 DISTRIBUICÁO AMOSTRAL 

DAS FREQÜÉNCIAS RELATIVAS 


Seja X uma popuiagáo inffnita, e p a probabilidade [ou proporgáo) e certo 
evento de X. Logo t - p - q será a probabilldacie rfe o evento náo o-correr. 

Seja (,x r x 2¡ ... x n ) uma arrrostra aleatéria rfe n elementos dessa popula- 

gáo e *o nümero cle sucassos na amostra. E fácil irfentificar como uma varíávej 
aJeatdria com distribuigáo Binomial (número ce sucessos na amostra), de mé- 
dia np & variáncia npq. 


Entáo, a dÍstribuiQác amostra! rfa freqüéncia relativa p — f = ^ será dada 


por: 


Ein - 




171 





















Var[fJ Var 


x 


n 


npq 

rt 2 


pq 

n 


Para n >30 a disrribuigáci amostraS de fserá nórmat; 



Assim^ a sua distrfbuígáo padronizada será: 


( - P 



Ou. graftcamento 



6.5 DíSTRIBUigÁO AMOSTRAL DE VARiÁNClAS 

Sabe-se piíe a variáncia da popuíagáo é designada por tr ¿ . 

Saja £ 2 (variáncia amostrát) o estimador do rr 2 . 

Se ae daaejar saber qual a a djstriüupgáo da S 2 ? Pode-se demonstrar que: 
£[$¡= 0 ® e VarlS 2 !-^— 

g qua S- íam distríbuicáo quí-quadfado com (r? - 1) graus da íiberdade. Ou 
seja: 


- T \S*d y 2 

- P - = Ajr- 1 















Lembre-se cue \n — 1) e a 2 sáa cons?an:e&. Graficamente, a relapáo 
ntre $ 2 e -rr 2 é naoa por uma dístribuigáo qur-quadrado. 



.6 DISTRIBUÍCÁO AWIOSTRAL DA SOMA, 

OU DIFERENCA DE DUAS MÉDIAS 

Deseja-se encontrar a distribuiíác arnoslraJ do estimador (± x.>). 

Saba-SQ, conforme o iíem 6.4, que: 


rí 

<*?] 

- rí 

r 

<£ \ 

= 


e x 2 — 



\ J 


\ 

/ 


Conaiderarrdo-se aniostras independentes de duas peputaQües tem-se: 


[ x t ± x 2 ) d N 

( rt a -2 

u-j O-g 

•H ¿ ^ : ^ + ^ 



\ / 


Ou seja £x.j± x 2 ¡ tem distribuigao normaJ de médía igual a soma ou 
liferenga das meciias populacronais, e vartánda igual á soma das variáncias. 


6.7 DISTRIBUJQÁO AMOSTRAL DA SOMA s OU 

DIFERENQA DE DUAS FREQÜÉNCIAS RELATIVAS 

Deseja-se saber quaJ é a distribuigáo amostra! de £ (. ± f z ). 















Sabe-se, coníorrne o ; ; rem 6.5. que. 


f, * n 


Pi 


. Pl ■ 




e 4 


A/ 


p £ ; 


^2 


Í7 


2 


Com --- 30 e 30. 

Considerando-se amosirae independenies ds duas populagóes tem-s^ 


tf t ± |) = /V 


Pl - P¿ - 


P- <7i P-¿ Q s 


/Ii 


n 2 


Ou seja í/ t 1 tem distribuigao normaJ ds médía íguar á soma ou 
ranca das proporgóes popuSacionais e vaítáneia igual á some de suas variárrc 


6.8 DlSTRIBUigAO AMOSTRAL DAS MÉDIAS QUANDO A 
VARIÁNCIA DA POPULACÁO É DESCONHECIDA 


Como fot visto, x = 
zacía é dada por: 


p; 




n 


Ou seja, sua dissribuipáo normaÍ r padror 


m - 


*y - ri 




Como óáe se conhece o vafor tíe a ,: . ponamo da rr, uma possibilidade 
substituir o os peEa varrávet ateatQria S ítjesvto-padráo amostral) B procurar 
dfstribuigáo da estatfsíica 7 

T _ H 

Vrí 

Pode-se demor f strar que 7 tem distrihulcáo de Student com n - 1 grai, 
de überdade, Ássim: 


<n - i 


*^JÍ 

_S 
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Para o caso ds soma ou diíerenga erttre duas rtsedias, admitindci-se va 
riáncias desconhecidas e iguais tem-se: 


<*i ± k 2 ) - (*i t ■ M 2 ) 


t\n A + n 2 - 2j = 


Sc 


v "i n a 


onde Sc é o desvio-padráo comum dado por: 


Sc 


J - D Sf + in 2 - 1)S| 

* n t + — 2 


6.9 DlSTRlBUJgAO AMOSTRAL DE RAZÓES DE VARIÁNCIAS 

sf 

Deseja-se conheeer a dsstribuigáo amostral da razáo: - ■ 

Dadas duas amcsíras aieatdrias independerptes: n, e n 2 . entáo a estatístíca: 


F = 


(rr^ - 1) Sf 

(i^ - 11 S| 

4 


tem distribuigáo F com - 1} e (n 2 - 1) graus de fiberdade. Ou seja, á 
excegáe das constantes. S?/5f tem distribuigáo Z 7 . 

EXERCÍCIOS - SÉRIE I - CAPÍTULO 6 

i. Uma populagáo se constftui dos números 2 r 3, 4, 5 Considere todas as 
amostras po&siveis, de tamanho 2, que podem ser extraídas dessa popula- 
gao com reposipáü. Determine: a) a média da populagáo. b) 0 desvío-padráo 
da populagáo. c) a rnédía da distnbuigáo amostrat das médias amostrais. d) 
o desvio-padráo da distñbuigáo amostrai das médias, Constate que: 


m (x) p e oix) = 


Vfi 
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2. Consietertí os dados da popuiagáo do exercícío anterior e amostras 
lamanho 2 ssm reposigao. Cons-ate q.ue: 


u ix¡= u. e í7 i.jo = 


<L a f 

^ V 


/V - rt' 
A/ - 1 


Díz-se que um estimador B é justo. ou nao tandencioso se fcji-J’] 0. 
trés exemptos de ostimadores jusios. 

Uma caixa contém trés poqas boas e uma defeiíuosa. ConsidKre amostr; 
de tamanho 2. e sucesso á exíracáe- de uma pega boa. 

a) Supondo □ processo com reposigao. comprove os resuitados 

I i(f) p e <^(f) 

b) Supondo 0 processo sem reposicác. comprove os resultao'os: 


P q 
n 


p fO p e c, (f \ = 


_ £_9 (- P 


n 


N - 1 


5. Uma amostra simptes ao acaso de 30 domícííios toi setecjonads de ui 
zona urbana que contém 15.000 dorríicilros. O numero de pessoas tís 
cada um dos domícitios que integrsm a amaetra é o seguinie: 

5 6 3 3 2 3 3 3 4 4 3 2 7 4 3 
5 4 433433124 3 424 

-‘.n 1 4'rr' ■ r- > .*■ - * a ‘ 

Estimar o número total tíe pessoas que vfvem nesta área. Use o estirneí 
x* = Nx. 

6. As assinatJ.rras de um requerJtDenLo toram coihidas em 676 foíhas. Caí 
íolha comporía 42 assmaturas. mas em muitas foJhas foí regtsirado numeíc 
menor de assmaturas. Reiirüi.j-se Lima amostra de 50 foíhas. obtendo-so 


U de 

42 

41 

36 

32 

29 

27 

23 

19 

£6 

15 

14 

11 

10 

9 

7 

ñ 

5 

4 

3 

assinaturas 




















N = de 
toíha? 

23 

4 

1 

1 

1 

2 

1 

1 

2 

2 

1 

1 

1 

1 

1 

3 

* 

1 

1 


Estirnar o númerc totaE de assinaturas. 


7. Obsei've um jornal e dé trés exemplos de estimativas 


































Amostragem 
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7:1 INTRÜDUgÁO 

Geraímefrte, as pesquisas sáo realizadas airavés de esíudo dos eEemen- 
tos que connpóem. uma amosira extraida da populagáo que se pretende anati- 
sar. O conceito de popufaqáQ á ímuitivo; trata-se do conjunto de indivíduos ou 
objetos our apresentam ym ccmum determinadas características definidas 
para o esludo. Amcstra é um subconjunío da papuiagáo. 

É compreensi'vel que o esiudc de íodos os elemantos da popuíagáü 
possibiEíta preciso conhecimento das variáveis que esíáo sendo pesquisacías; 
todavia, nem sempre é possivet obter as ijiformaqóes de todos os elsmsntos 
da poputfipác. Limitaqóes de tempo, custo e as vantaqens do uso das técnicas 
estaiísticas ce inferéncias justíficam o usc de planus amostrais. Torna-se cíaro 
que a representatividade da amostra dependerá dc seu tamanho fquanto 
maror, meilrar) e de outras consrderaqdes de ordem metodológica. Isto e. o 
invesíigador procurará acercar-se de cuidados, visando á obtengso de uma 
amostra saqnificativa, ou se}a. que ce fato represente J o mefbor possiver toda 
a popuiagáo- 

Na íeoria da amostragerm sáo consideradas duas dimensóes: 

a) Dimensionamento da amostra. 

b) Composigáo da amostra. 
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7,2 DIMENSLONAMENTO DA AMOSTRA 


Pmcedimenfo: 

■f 4 ) AnsJfse o questianário, ou rotefro da entrevista e escolha 
varfével que julgue mais importante para o estudo. Se poí 
eacolha maÉs do que uma, 

2 9 ) Veriíique o nável de mensuragáo da variávei, sg nominal, 
nal ou infervaiar. 

3°) CoíTSideie o tamanfio da popuiagáo: infinisa ou ffniia. 

4 i: ) Se a variável escolhida for íntervalar e a oopulaeáo cont 
rada Lnftnita, vocé podera determinar o tamanho da amoí 
pela fórmula: 


n = 

f Z ■ cr 

z 

d 






onde' 2= abscfssa da curva nonrial padrao, fixado u.m rtívi 
de confianga. 

Se o nfvei for 35,5%, Z = 2 
Se o nfvel for 95%, Z = 1.96 
Se o nívei for 99%, Z - 2.51 

GeraJmente, utífiza-se 2=2. 

a = desvio-padráo da popolacáo, expresso na unidaí 
variável, Vocé poderá detenrslná-io de pelo mem 
trés maneíras: 

- Espériíicapoes técnioas 

- Resgatar u vaíor de éstudos semelhantes 
Fazer eonjeturas soore possiveis vatoms, 

d = erro amostral, expresso na unrdade da variáveJ. Q 
orro amostral é a máxima dífemnga que o invostiga- 
dor admite suportar entre p e x . Isto é: 
|p - x| < d . onde p é a vordadeira média popu- 
ladonaJ, que ele náo conhece, e a sera a média 
amostral a ser calculada a padir da arrosEra. 

5 U ) Ss a variável escoihida for irstervalar e a popu.agáo finita, tem-se: 











onde: 2 - abscissa da fiormaí padráo (veja comentárío anie- 
nor) 

c> = dosvio-padráo da popula'Qáü (veja cornentário 
aníerior) 

N = tamanho da populaQáo 

d - erro amostraí {veja comentário antarior) 

6 2 ' Se a variável escoihida íor nominal ou ordinal, e a popuiaQáo 
coosiderada infirriía. vocé pocará doterminsr o tamanhD da 
amcsira pala Fórmufa: 


n 


Z 2 - p ■ q 


onde\ 2 - abncissa da normac padráo (veja comentario do item 
4 fi ] 

p - esümativa da verdadecra proporgáo de um dos ni 
veis da variável escolhida- Por exemplo, se a va- 
riável escolhida for porte da empresa r p poüers 
ser a estimafiva da verdadeira proporQáo oe 
grandes ennpresas do s&tor que está sendo asiu- 
dado. Será eíípresso em decimais. Assim, se 
p = 30% T teremos: p - 0,30. 



d = erro amostrat, expresso em decimais, O errc 
amosrral neste caso será a máKÍma diFerenca qc- 
o investigador admite suportar emre p e p Jsto é 
|p - p | < d T em que p é a verdadeíra proporgáo 
que ele náo conhece, e p será a proporgáo (fre- 
qüéncia relaiiva) do evento a ser calcnlado a pan ' 
da amosira. 

7-) Se a variável escolhida for norriinal ou ordínal e a popuEapáo 
finisa, tem-se: 


Z 2 - p q N 
tí 2 {N — 1 ) + Z s - p ' q 


onde- N - iamanho da populagáo 

Z _ abscissa da normal padráo (veja item 4-) 
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p = estimativa da proporgáo (veja íteni 6 ? ) 
q - 1 - p (ve|a item 6 >j } 
d = erro amostral iveja item 6 É ) 

Estas fórmulas sáü básicas para qualquer tipo de Cümposicáo da aí 
todavia. exisiem fórnnütas específicas segundo o critéria de composipáa 
amostra. 

Se q investtgador escolhe mais de uma vatiável, deve optar pelo 
p n" obíida. 

Eis alguns exémpios: 

I - Supanha que a variável escofhida num estudo seja o peso de 
pepa e que a pQpulapáq é infinita. Pelas especitica^óes do proí 
o de-svia-padrio (dispersáo em torno da média: e de 10 Kg. Lot 
admitindo-se um níve! de coníianqa de 95,5% e um erro ar'ioai-re’ 
t.5 kg. tem-se: 


n - 


2 x 10 
1.5 


~ 177,77 - 173 


11 - Admita os mesmos dados do ex&fnpb arFterior e que a popuiac 
seja fínita rie 600 peqas. Logo; 

ii = • •*• —¿¡k = 137.31 s 138 

1.5 2 (600 - 1) + a 2 • 10“ 

ME - Suponha que a variável escolhid-a nurn estudci seja a proporpáo 
eleitores favoráveis ao candidato X e que o invesLtgador tenha elt 
mentos para suspeítar que essa porcentagem seja de 30%. Admítí 
a poputapsci infinita e que se doseja um níveE de confianca de é$% 
e um erro amostraE de 2% (ou seja: que a djferenga entre a verda- 
deira proporgáo de elertores do capdidato X e a estimehva a ser 
caleulada na amostra seja no máxfmo de 2%.i. Assim 


Z - 2.57 p 30% - 0,30 


A 

<? 


- 1 - 0,30 0.70 


d = 2% 0.02 


n = 


¡2.571* >0.3Ci (0,70) 
( 0 . 02) 2 


= 3.467.57 = 3468 






IV - Admíta os mesrnos dados do exemplo anterior. e qire a popylacáa 
de efeitores seja fintta de 20.000 eleitores, Logo: 


_ f 2,57i g ■ ( P.30J ( 0,70n2H Q0Qj 

í.0.02} 2 (20.000 - 1} + i2,57) 2 (0,30) (0.70) 


2955,33 - 2956 


Obseruapáo Quando vocé náo liver condigóes de prever o valor de u p '. 

admita p = 0,50 , pois, dessa fúrma, vocé lerá o rnaior tamanho 
da amostra. admJtindo-se constantes os demais elementos. 


7.3 COMPOSigÁO DA AMOSTRA 

Basicamente, exislem dois métodos parg corrrposigáo da amostra: proba- 
üitístico e nao probabiíistico ou tntencional. 

a) Métodos Probabílisticos 

O metodo de amostragem probabilística exige que cada elemenlo da po- 
polagáo possua determinada prooabifsdatíe de ser seiecionado. Normafmente 
possuem a mesma probabrlsdade, Assim, se N for o tamanho da populagáo. a 
probabHicade de cada eEemenío será 1 /N. Trata-se do mélodo que garante 
cieniíficamente a aplicagáo das técnicas estatísticas de inferénoias. Somente 
com base em amostragens probabilisticas é que se podem reaJizar Énferéncias 
ou indugóes sobre a püpuiapáo a partir do conhedmento da arnostra. 


7.3*1 Amostragem Ateatóría Simpíes 


É o processo rnais eiementar q freqüeníemente utilizado. Atribui-ae a cada 
efemento da popuEagáo um número distmío. 3e a popuiagáo for numerada 
jtilizam-se esses "rótulos", Eíetuam-se sücessivos sorteias até campletar-se o 
tamanho da amostra: n. Para realizar cs sorteíos, utitizam-se "tábuas de nú- 
meros aleatórios'' que consistem em tabefas que apresentam seqüéncias dos 
digitos de 0 a 9 dEstnbuidos aleaforiamente. 



3e t por exempio. a populagáo tom 1.000 elementoa (N = 1.000), pode-se 
numerá-los oe 000 a 999. Escolbendo uma oosicáo de ouaEQuer Nnha da tabela 
de números aEeatórios, faz-se o sorteio, qu seja, retiram-se conjuntos de 
algarÉsmos para se escolherem os elementos que iráo compor a amóslra. 
Assím, rmagine-se que a seqüéncia de dígiíos aleatórios seja. 3S5 559 " 

8S0 .. logo. os elememos de núfneros 385 - 559 555 - 432 ... seraa 

w.rponentes da amostra. 






Se o nÚFnerO s-orteado superar o maiQir número dos eiemOtitos fotuladü 
abandona-&e o número softGado. prosseguíndo-se o processo, Se o núnie 
sorteatío for repetidü. convém abanriona-lo. 

Mo final do livro, vocé en'conirará uma tabela de cfígttos aleatórios. 


7.3.2 Amostragem Sisíemática 

Trata^se de uma variagao ds amosimgem aleatória simples convenienW 
puando a populagáo está ordenada segundo algum critério- como fiobas em 
um ficbário, llstas telefónacas 

Calcula-se o iníervalo de amostragern N/n apro>íEmando-o para o inteírc^ 
mais próximo a. ÜtEUzando-se b lábua dos números aleatórios. sortaia-se um 
numero x entre 1 e a, formando-se a amostra dos elementos correspondentaS 
aos números x: x + a\ x 2a; ... 

Por exempio. saEa N - 1,000. n - 200. Logc 

N 1,000 _ 

a= n= 200 = 5 - I 

Imagine que rrés saja o numero sor¡eatío entre 1 e 5. Portanto. as e - 
menios da popuiagáo numerados por 3, 8. 13. ..... 998 tráo compor a amostraJ 


7,3.3 Amostragem Estratificada 

No caso de populagáü hetefogénea em que se ootíem dishnguir su 
□ulagóes mais ou menús homogéneas denominatías estratos. é possivel u. - 
lizar o pronesso de amostragem estranficada. 

Após a determinagáo dos estratos, seleciona-se uma amostra a-eatória ds 
cada subpopulagáo (estrato). 

Se as dfvsrsas subamostraa liverem tamanhos proporcionais aos respec- 
tivos números de elemeníoe dos estratos, e guardarem propordonaJidade com 
respeito á variabilidede de cada estrato, obíém-se uma estralificagáo ótfma. 

As variáveis de estraítfícagáo mais comuns sáo: cíasse sodal, dade. sexo. 
proííssao .... oü qualquer outro atributc* que revele os sstraios dentro da popuJacáo 


7.3.4 Amostragem por Cortgiomerados (ou Agrupamentos) 

AEgumas popuíáQdes néo permitem, ou tomam extremamenfe dtffcíl qus 
se tdenTifiqüem seus elementos Náo oústante isso. potíe ser relaúvamente fádl 


¡dentificar alguns subgrupos da populagáo. Em tais casos, uma amostra aíea- 
toria simples desses subgrüpos (conglomsrados) pode ser colhitía, e uma con- 
tagem completa tíeve ser feita para o conglonrserado sorteatío. Agregados 
tipicos sáo quaneiróos, farnilias, organizaydes, agéncías. edifrcios etc. 

Assim r por exempfo, num levsntamenio da popuiagáo de uma cidade r 
podemos dispor do mapa indicando cada quadeifáo & náo dsspor de uma reia- 
páo aíualizada úos seus moradores. Pode^se. entáo, colher ums amostra dos 
quarieiroes e fazer a corstagem completa de todos os que residem naqueles 
quarteiróes sorteados, 

b) Meiotfos Mbo Probabiiístscos 

$áp amosfragens em que há uma escosha deSiberada dos elementos da 
amosfra Náo é possivei generalizar os resultados das pesquisas pars a popu- 
lagáp, pois as amostras náo-probabiiísticas náo garantem a represeníaiividade 
da populagáo. 


7.3-5 Amostragem Acídentaf 

Trata-se de uma amostra formada por aqueles elementos que váo apare- 
cendo. que sáo possiveÉs de se obler até completar o número de eiementos 
da amostra Geraimsnte utilizada em pesquisas de opin¡áo, em que os entre- 
vistados sáo acidentaJmente escolhidos. 


7-3,6 Amostragem Intencional 

De acordo com determinadc critétío, é escoihido intencionaimente um 
grupo de eíementos que iráo compor a amostra. O investigador se dirige in- 
tenctonalmente a grupos de elementos dos quais dese|a saber a opimáo. Por 
axemplo. numa pesquisa sobre preferéncia por determinado cosmético. o 
pesquisador se dmge a um g:rancfe saíac tíe befeza e entrevisTa as pessoas 
que ali se enconirarn. 


7.3.7 Amostragem por Quotas 

Um dos metodos de amostragem mais comumente usados em ievanta- 
mentos de mercado & em prévias eleitorais é o mstodo de amostragem por 
quofas. Ele abrange trés íases; 

i j ciassificacáo da populagác em termos de propriedades que se 
sabe : ou presume, serém retevaníes para a característica a 
ser estudada; 
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2} tfeteimmacáa da proporgáo da pqpnlacao para cada carac! 
rística com baatí na consSiEurcáo conhecrda presumida ou £ 
íímada, da popuEagáo: a 

3) fíxapáo de quotas para catía observador ou entrevistador 
quem iocará a responsabilidade de selecíonar ínierlocutor 
ou entrevFstados, de modo qua a amostra lotal observacfa 
entrevistóda contenha a proporcáo de cada classe lal oor 
determmaria em {2}, 

ExemplificandQ Admite'Sa que se desaja pesquisar o Irabaiho das rr 
Iheres". Provavelmente se terá mteresse am considerar: a divisáo c.idade-'ce 
po, a habitagáo. o número de filhDS. a idade dos fflhos, a renda média 
taixa-s etárias 

A primeira tarefa é deseobrir as praporcoes {porceníagens) dessas car¿ 
teristícas na populagáo. imagine-se que haja 47% de horriens e 53% de tt 
I heres na populagáo. Logo, uma amostra de 50 pessoas deverá mr 23 home 
e 27 muiheres. Enláo o pesquisador recebera uma quoía" para entrevíst.a¡ 
mulhsrcs. A consideracáo de várias categorias exigirá uma composigáo am< 
!ral que atenda ao n deteminado e ás prcuorgoes poputacionais estipulacté 

EXEROÍCIOS - SÉRIE I 

t. Dads a seguinte populagáo (rendaB em S 1000) 


29 

6 

34 

12 

15 

31 

34 

20 

a 

3D 

8 

15 

24 

22 

35 

31 

25 

26 

20 

10 

39 

4 

16 

21 

14 

■£i 

16 

18 

20 

12 

31 

20 

12 

18 

12 

£5 

26 

13 

10 

5 

13 

19 

30 

17 

25 

29 

25 

28 

32 

15 

i0 

21 

18 

1 . *w 

7 

16 

14 

11 

22 

21 

36 

32 

17 

15 

13 

8 

t2 

23 

25 

13 

21 

5 

12 

32 

21 

10 

30 

30 

10 

14 

17 

34 

22 

30 

48 

70 

12 

3 

7 

15 

20 

2e 

25 

22 

30 

33 

14 

17 

13 

10 

9 


a) calcule o tamanho da amostra para se estimar a rr¡édia- Sen' 
d = $ 2000 F o - $ 7000 e 1 - a = 95,5%; 

b) rettre uma amosíra afeatória simpies considerando o taman 
amostral Qbíido em a); 


184 


c) 

d) 
e} 
f) 


agrupe os elementos da amostra em ciasses; 
calcule sua media; 


calcule o desvio-padráo amostral; 
caicule a médía da populagáo e verifique se 


¡u- x 


± d. 



Escolha uma páginia qoaEquer da iisia tóleíonica e retEre uma amostra 
slsteniáíFca de cinqOenta nomcs. 

Calcuíí? q ramanho da amoatra de seus coiegas desta faculdade. para 
ostímar a proporqáo dos usuários de óculos. 

SendQ p - q = 0,5, populagao infinita, ú ^ 0,05 e1-u = 95.5%, deíermine 
a tamenho amosíral. 

Sendo p q = 0.5, populacác do 200.000, ú - 0,05 e 1 - a = 95,5%, 
determíne o tamanho amostraf. Gompare oom o resultadc obtido no Excr 
cicio 4, 

Determinc o tamanho amostral pára sb esíimar o salário médFO dos Lraba- 
Ihadbres do municípiú em que vocé mora 




INTERVALO DE CONFIANCA 


8.1 INTRODUQÁO 

Trafa-se de unia técnica para se razer íníerénda estaíistsca. Ou seja 
partir de um intervaEo de confianga. construfdo com os eJementos arriostrai 
pode-se inrerir sobre um parámetro populacíonal. 

A canslrugao de mtervalos de confianga fundamenta-Se nas distribuigée 
amostrais vistas no Gapítuio 6. Sua lógica" é a seguinte: 

Seja íi um parámetro popuJacronai. 

Seja ü unn ostEjnaüor de ü. 

Contiecida a díslnbuigao de probabilidade óe é, é possivel consiruir u 
rntarvalo: 

S t 

que contém a, -e se exigir que a probabilidadB do intervalo sejs de i.l - a\ 
nível dfj confianca. 

Geralmente (1 - «i 100 = 90%; 05%: 99% ... 

Esta técmca diferenc¡a-sa da estrmagáo “por porno", onde se caicula u 
unico valor (estimativa) para o parámeiro populactonaL No caso do interva.. 
de coníianca. busca-se um "segmento ', ou intervab 8,; 0 2 que coníém o pará- 

metro desconhscjdo. 

Per exemplo, refira-se uma amostra de 500 brasifeiros e calcuta-se s 
média de suas alluras encontrartáa-se 1,66 m Logo, uma BstÉmagáo pontuE; 
da verdadeira altura média íp) é dada por ~k 1,66m Já através do íntorvato 
de conftanga poder-se-ia enconírar um lmervafo p oar exemplo [1 7 58: 1.63} que. 
em 95% das vezes. incEuimia p [a verdadeira altura média doe b r asile¡ros) 









Os cáiculcs das medltías de posigác e dispejrsáo vlstos íto Capttula 5 
consfittiem cxemplcs de esMrmagaes pontuais. 




Nesíe capitiilo seráo apreseniadas as estimativas por íntervalos. 


B.2 INTERVALO DE CONFIANgA 

PARA A MÉDIA POPULACIONAL (n) 

QUANDO A VARIÁNCIA (cr 2 ) É CONHECIDA 

Como ss sabe, o estimador de u é x. Também é conbecida a distribuiváo 
de probat'ilidade de x: 


x = N 


t»; 


o 3 ' 




n 


para a.s popoJapces infrnitas. 


x = N 


o 2 { N - n V 


n 


N - 1 


para a$ populagoes fmitas. 


'será: 


Asssm, para o caso de populagoes Jnfinítas, eí varrável padronizada de x 


Z - 


x - u 
q 

vTT 


Fixando-se um niveí de confianca: 1 - u tem-se: 



Ou seja: P 


-Z a Z ms Z a 
2 2 


= 1 — a 


ÍBT 
















Subs!(turndo-se o vaSor rie Z 


a 


* 

G 

'íñ 


m 


= 1 — ds 


ResoSvendo-se as dttas Inequagoes para u, fóm-se o intervaio de coni 
ga para a rnécíia. popuiacionai (u) quando a varíáncia é conhecída: 


i - Z 


fí íT 

2 Vñ 


u s x -i- Z 


a- 

£■ VíF 


= t - a 


Como poderá $er varrficado. a aplicacáo da fórmula é extremamí 
simpies. Fixa-se o valor de 1 - a. ou [1 — a) 100 = %, observa-se na U 

tt 

da dEStríbuigá.ci normai padráo o vafor das abacissas que deiffam " em cí 

uma das caudas. Com os vafores de x (média amostraf), a - desvio-padráo 
popuiaQáo r que nesto caso é conhécido, e n ftamanbo da amostra), constrói 
o intervalo 


Exemplo 


SoSucao 


A duragáo da vida de uma pega de équípamento é l-í que r 
horus. Forarn amostradas 100 dessas pegas cbrendo-se a mec 
dé 500 horas. Deseja-$e construir um inlervalo ce con'Jicnga pj 
a verdadeira durapáo média da pecs com um nfvel de 95%. 

Dq probiema se íem 

cr 5; n = 100 x - 500 (1 - a) 100 = 95% 

O gráfjcü da distribuigáo normai padráo será; 



Lembre-se que para dosoobrir a aóscissa 1,96. enlrou-se na tabeia cor 
0,4-75 = 47.5%, já que a tabeSa é de farxa perrtraJ. 

















Substfluíndo-se os dados na fórnnuia: 


■t 


500 - 1.96 ——— *--■ li « 500 + 1,96 . D 

V100 vlOO 


Efetuando-se os cálcuios; 


= 95% 


/ 


P (499.02 ^ ii v- 500,98) = 95% 

que é o intervalo solícitado. 

A interpreEagáo desse resultado é dada por: 

O iritervalo [499,02; 500,98] oontém 3 duragáú média da pega com 95% 
oonfíanga, 

Isio signsfica que se forerri consirui'dos intervalos desaa mesítia m¿ine¡rs. 
ira um grande número de amostras, em 95% dos casos iais intervalos fndui- 
tm jí. 

Para o casc de popu=acóes finiías use-se a seguinte formüa: 


x - Z .; 


_g . f N - n ... o [ 

2 <ñ V N- 1 ' ■ ^ & * + z 2 • * V 


N - .n 
N - 1 


= 1 — nt 


.3 INTERVALO DE CONFIANCA PARA A MÉDIA {(i) 
OUANDO A VARIÁNCEA (t¿) É DESCONHECIDA 

O processo para se obter o intervalo de confianga é somelhante áqu ele 
nstrado no rfem anterror. Como náo se conhece o, porém. é preciso substi' 
‘lo P° J S (desvio-padrác- amostral) que, contrart'amente aa r é uma variávei 
atória. Daí se ter o quociente entre duas variáveis aleatórias x 9 S, pots: 

* ~ M 

S 

Vn 


Pode-se demonstrar que; 





















tem distnbuig&o T de Síudent com (n - 1) graus de liberdade. 
F:xando-se ym nivet cSg conííanga - 1 — a íem-se: 



Substitumdo-se o valor de T 0 resdvendo-se as inequagaes para a 
tém-se o intervaio para a rnédia quando a variáncía (cí ? ) é desconhedda. 


x - 


a M 
2 'fñ 



e- x + í 


« 


s 


= 1 — « 







onde a variavel "t" possui (n — 1) graus de liberdade. 


Examplo 


A arrtostra: 9. 8, 12. l t 9, G. 11. 6, 10, 9 foí extmída de u 
populagao normal. Constnjir um intervaio de contianga para a 
die ao nívei de 95%. 


Caloulando-se a média 
x - 87 e S- 2 


desvio-padmo da amostra abtém-s 


Solucao: 


Confira os vatores de ^ngs na tabela. 












Logo: 


P 87 - 2 r 26¿2 ^ S.7 . 2,2622 ^ 


- 95% 


P(7,27 - p *: 10,13) - 95% 


A interpretagáo desse resuttado é dada por: 

"O mtervalQ [7,27: 10.13] contém a verdadetra médta com 95% de con- 


mca 


Para o caso de pcpulacóes trnitas usa-se a seguinte fórmula: 



/ 


> 


p 

" *8 ' Vfl 

,/W-r? - S. 

* * + ' Vn 

/W - n 

= 1 — ct 

r 

V N - 1 i 


4 ÍNTERVALO DE CONFÍANCA PARA A VARIÁNCIA 

0 estimador de a 2 e S 2 . Demorfstra-se que ^ ~ 6 tem distri 

cr 

ic pukquadrado com (n - 1) graus cfe iibsrdade. Ou seja: 


d trr - 1 > S 2 


b n- 1 


CT 


Entao, o intervalü será: 



1&1 




















SLLbstiíuindo-se o vator de e rsotandO'SG o 2 obíém-se; 



quG é o IG {intervalo de confiangs'! para o- Qnde a disLrtbuioáo quí-quadi 
possui parámetro: {n - 1), 

Exempio: Admáta n = 10, S ? - - 4 e que se desejá cqnstruir urn IC pí 
variánda ao nivel 90%, 

Solucáo. tem-ss: n = 1Q t = 4 1 - tx = 90% e q) - (n - 1) = (10 - 1} 
Cgnsuttando-se a tabeta da distribuigáo qui-quadrado: 



Logo: 


9í4j 


o 2 


9f4> 


1,69 ' 3.33 

i 

P 12.13 n 2 10,31 


- 90% 


A Interpretagáo é que o íntervalo [2,13: id.BIJ contém a verdsdeirs 
riáncia com 90% de confianqa 


8.5 INTERVALO DE CONFIANCA PARA O DESVIO-PADRÁ 

Como o desvio-padráo é a raiz quadrada da vanáncia. pode-se uí 
seguinto lorm.üla; 
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p 


= 1 — H 


Com a dístrEbuicáo qui-qisadradG de parámetro: «cp = {n — 1). 
A míerpretagáo segue o modejo já apresentado, 


8.6 INTERVALO DE CONFIANQA PARA PROPOR<?AQ; 

OU PROBABILIDADE (P) 

Foi visío no capétulo anierior que f, o estíiriador de? "p M , tem distríburpáo 
ida por: 


i = N | p: &- n q ’ 


para popuiapáo infintta a 


t ¿ N f p: p ' * 
* n 


N - n)\ 

Ñ -’i 

n 


para pbpulagáo finíta 


Assim, para o caso de populag-des inlinitas. a variávet padronízada de fé 
ida por. 


f- p 


Z = 




Fixando-se um ntvet de confiappa 1 - it tem-se: 
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Ou seja: P 


- Z“ '■ z s Z | 


= 1 - a 


Substituindo-se o vasor de Z: 


- Z 


a 


t - P 

s z a 




- 1 — a 


!solando-se "p ’ 1 do denominador, encontra-se: 


f- Z' 


| *JpZ 

2 M n 


p ■ / + Z 


1 

2 V Ü 


= 1 — a 


Para amostras grandes (n > 30) pode-se subslituír ' p : e q - 1 - 
radícando por ’t e (1 - f), Assjm, t> 1C para a proporgáo será: 


/ 



’-l 


p', f-Z« 1 


- =£ p f + z | *\ 

PT^J 

1 - rx 


Para o caso de populaQóes finiras o 1C será: 



Exempln: Examfnadas 500 pepas de uma grande produdáo encantrou- 
rtofeiluosas, No nivef de 90% eonstruir um ?C para a verd: 
proporpáo de p&i;as defeÉiuosas. 

SolUQáo: Tem-se: n -- 5ÜQ, x = 20Q. 1 — h — 90% 

L °3°-M = 2)0 = °' 62 



-T,64 
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Entao, o IC será; 


0,52 - 1.64 


V 


0 .^ 11 - 0 . 52 ) , i0S2i1 
5uD 


ft , - /0.52 11 -0,52) 
' 64 V- 500 


= 90% 


ou: P í0,486 -í p ^ 0,552) 90%, ou aántia; 

F 148,8% *£ p ^ 55,2%) = 90%, 

E 3 interpretagáo é cte que o tniervaio [48.8%i: 55.2%] contém a verdadeira 
pptcentagem (ou proporgáo) de pegas defertuosas. 

EXERCÍCfOS - SÉRIE t - CAPÍTULO S 
Construa os IC e interprete cada resultado 

Para a Média Populacional 

1, Foram retrradas 25 peqas da produgáo diária d& uma máquina. encon- 
trando-se pera uma medída urrrs média de 5,2 mm Sabendo-se que as 
rnedtdas tém distrihul¡gáa normat eom desvio-padráo populacional 1,2 mm, 
consíruir intervaios da coníianga para a méd(a aos niveis de 9CTÍ4, 95% e 
99%.. 


2. De uma distribuigáo normat com ír 2 - 1,96, abteve-se a seguinte amostra: 
25-2: 26.0; 26,4; 27,1; 28-2; £8-4. Determinar o íntervalo de contianga para 
a média da popuíacáo, sentío a = 0,05 e a = 0,10. 

3. Suponha que as alturas dos alunos üe nossa facnldade tenham distri- 
buigáo normal com cf= 15 cm. Foi retirada uma amostra aleatória de 100 
alunos obtendo-se x-- 175 cm. Construir, ao nível de signiítGáncia de 95% 
o intervalo para a verdadeira altura media dos alunos. 

4. Dados n = 10 T x = 110 e S = 10, tíeterminar os jntervalas de coníianga 
ii aos níveis de 90% e 95%, 

5. Uma amostra é composta pelos seguintes elementos: 7. 7, 8, 9, 9. 9, 10, 
11, 11, 11, 12 r 13, 13, 14, 15. 15. Construir os iniervaSos de confianga 
para a média sendo: 1 - a = 97,5% e 1 - a = 75%. 

6. Colhida ume amostra de 30 paqas, fomeceu os segumíes pesos: 


250. 

265, 

267, 

269, 

271, 

275, 

277, 

281, 

283, 

264, 

237, 

289, 

291, 

293. 

293,. 

298, 

301, 

303, 

306, 

307, 

307, 

309, 

311, 

315, 

319, 

322, 

324, 

328. 

335, 

339„ 
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10. 

11. 

1% 

11. 

12, 

12, 

12. 

12 ; 

13, 

13, 

13, 

13, 

13, 

13. 

13, 

13, 

13, 

13. 

14, 

14. 

14, 

14. 

14. 

15, 

15. 

15, 

16, 


Por rneib da constnjcáo do íniefvato de cúrrffanga, raspooóGr ss esía amoí 
saíÉsfaz a especfftcagáo peía qual o peso médio deve sar 300 kg. 

Sugcsíap: Adote rr = 5% 

7, Em uma fábrica, colbiGa uina amostra cie certa peca. úbtivt?ram-se 
seguintes medidas para os dtámetros: 

13 , 
13, 

m 

a) Esíimar a média e a varfáncia: 

b) Construir um iRÉervalo de confianca para a msdfs sendo a = 5%, 

8 Em quatro feiiuras exparimentais de um 'comerciai" de 30 segundos, 
locutor levou em méciia 29.2 se-guodos com üma S 2 - 5.76 segundos 
quadrado Consiruir os Ümites de confianga para a médfa. Dado rx = 1 

9. Construir intervaíos de confianga para a média admitíndo-se as seguint 
distribuigoes amostrais ao nivei de 95%: 


a) 

Classes 

0-5 

5-10 

10 

- 15 

15 “ £0 



ñ 

2 


3 



5 

2 


b) 

Classes 

15 — IS 

| 

. .1 
<s 

l 

ro 

i_ 

21 - 

- 24 

24-27 I 27 - 30 

30 - 33 


ñ 

& 


9 

12 

15 

7 

4 

c) 

Ctasses 

22 6,2 

6,2 - 10,2 

10.2 

- 14,2 

i4.2 - 1&,2 



ñ 

3 

4 

5 

3 



Intervalos de Confianca para a Variáncia 

10. Supondo populagdes normafs, construir o Intervalo de confianqa para a 
varianda ao nível de 9Q% para as amosiras: 

a) 44,9 - 44,1 - 43 - 42,9 - 43,2 - 44,5: 

b) 2 - 2-2-3 - 3 - 4 — 5 - 5- 5 - 5 - B - 6 ■ 7 - 7 - 8, 


11. Suponhamos que uma amostra de n - 10 fornecesse S y - 2,25. Qüaisj 
os limiíes de canfjarrca a 80% para a verdatísira variancia? 


12. Sendo X uma popuiagSo tai que X = N (p, em que p e o 2 sáü des* 
conhectdos, Umg amostra de tamanho 15 torneceu os vabres 
£*) 8,7 e Zkf = 27.3. Determlnar um idervalo de canfenca de 35% para rr. 





















13. Determinar, aa nível de 99% r q rrttervaio para o desvio-padráo da popu- 
lacáo que deu o'rigem k amostra do sxercrcÉo 6 desta série. 

14. Qaat é o intervalo de comranca que conterá com 90% a verdadeira va- 

riáncia de uirra populagáo normai que resultGu 7G0,B e 

XXp 23.436 r S0cie uma amosira de 30 elémerítos? 


intervalos de Cortfianga para a Proporpao 

15 Uma ceníena de CQrnpaaentes- foi ensaiada e 93 deles funcionaram mais 
de 500 horas. Determinar um intervalo de confianga de 95% para a pro- 
porqáo. 

16 Uma amastra aleatória de 400 damicitios mostr.a-nos que 25% deles sáo 
casas de aíuguel. Qual é o mtervalo de contianga da proporgáo cfe casas 
de alugueí? c¿ = 2%. 

17. Em 50 lancea de uma noeda r foram obtidas 30 caras. A partir de um 
intervalo de coníiarga de 96%, pode-ae dizer que a moeda é hdme.sta? 

18. Para verificar se um datío era viciado, jogou-se q mesmo 120 vezes. 
obtendc-se 25 vezos □ nümero cinco. Calcular um ;ntervalo de coniianga 
para a proporgáo vl = 1%. Pode-se dizer Que g dado é vicíado? 

"9 Uma amostra de 3GQ habitantes oe uma ddade moslrou que 180 dese- 
javam a água fluorada. Enconirar os limites de confiaitga de 90%- e 95% 
para a propcrpáo ia popuiagáo favorável a fiuoragáo. 
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Teste de Hipóteses 


9.1 ÍNTRODUgAO 

Trata-se de uma téunica pare ae fazer inferencía esteiísrrca. Ou se]E 
partir de um tesíe tfe hipóteses. reaíizada com os dados amostrais, podí 
intenr sobre a popuíacao. 

No caso das Interéndas através oa IC. busca-se 'cercar' 1 o parámí 
populaciortai de$ccnhecido. Aqui formula-se uma hipótese quanto ao vaíor 
parámetrü populacroíial e pelos elemerttüs arrtostraís laz-se um teste que 
dfcará d aceÉtacáo ou rejeipáo da hipótese fornnulada. 


9.2 PRINCIPAfS CONCEITOS 


9.2.1 Hipótese Estatística 

Trata-se de uma suposÉpáo quanío ac vaior de um parámetro populac 
naL ou quanto á Raiureza da distribuiqáo de probabüídade da uma varií 
poputadonal. 

Nestó capítuío seráü apresentados os testes reíerentes aos □arámei 
da populagdo, 

Sáo exemptos q & hipótoses estaifsticas: 

a ) A altura mócaa da popiiagaü brasileira é 1 .65 m, isto é: H . u ~ i .65 

b) A varfSncía popuiacigrral dos saíários vale £ 5.Q00 2 , ist-o 
H: c 2 - 5.00G 2 . 









Teste de Hipóteses 


9.1 INTRODUCÁO 

Trata-se de uma técníca pñra se fazer irrferéncia es*at[stfca. Ou sajaj 
partir üe um íeste de hipóteses, realizado com os dados amostrais, pode- 
inferir sobre a popuSacáo 

No cásc das inferéncias através da IC. busca-se ‘'cercar' o par&mel 
populacíonal desconheddo Aqui formufa-se uma hipótese quanto ao valor ; 
parámetro poputacional, e peios eEementos amostrais faz-se um feste que # 
dicará a aceitapao ou rejeigáo da htpólese formuiada. 


9.2 PRINCIPAIS CONCEITOS 


9.2.1 Hipólese EstafistEDa 

Trata-se de uma suposipáo quanto ao valor de um parámefro popuJada 
nal E ou quantc á naíureza da disirfbuiqáo de probabilldade de umri variáJj 
populadonal. 

ISíeste capítulo seráo aps-eserfadbs os testes reíerentes aos parámetrci 
da populaoáo- 

Sáo esíemplos de hipóteses estatfsticas: I 

a) A altura ntéoia da pcpulapáo brasíleifa é 1.65 m. isto ér H u - 1.65 mJ 

b) A variáncla populacicnal das salários vale S 5.00G : isto el 
H' cr 5 = 5.00Q 2 









c- A proporgáo de paulisías com a doenpa X é 40%, ou seja: 
H: p = 0,40. 

d) A distnbuigáo dos pesos dos alunos da nosss facuSdaoe é 
norniaL 

A cftegada de navios ao porio de Santos é descrita por uma 
disiritiuígáo Poisson. 


9-2.2 Teste de Hípótese 

E uma regra de decisao paca aceitar ou rejeiíar uma hipátese e&íat?stica 
com base rtos eiemeníos amcstrais. 


9.2.3 Tipos de Hipótese 

□esígo.ñ'Se por H chamada hipáíese nufñ, a hipátese estatíslica a ser 
íestatía. e por H. t a hipótese alternative. A hlpótese nula expressa uma iguat- 
dade. enquanto a hipátese atternativñ é dada por uma desigualdade. 


Exemplos: 

a) H 0 : p = 1 r 65 m 
Hp u ^ 1,65 m 

b) H 0 :p = 1 t 65rn 
Hy p > 1,65 m 

c) H 0 : \x - 1,65 m 

: ii < 1.65 m 


Dará Qrigenn a um 
teste bÉcaudaí 

Dará origein a um 
teste unicaudal á direta 

Dará origem a um taste 
Linicaudal á e&querda 


9.2.4 Tipos de Erro 

Há dois tipos possiveis de eiro ao lestar uma hipótese estalística. Poóess 
rejeitaf oma hipotese quando eia é, de fato. verdadeira, ou aceilar uma hrpotese 
quando eia é. de fato, falsa. A rejeicáo de uma hipótese verdadeira e chamada 
“erro üpo I". A aceilagáo de uma hipótese raisa consülui um erro tipo 

As probahilidades desses dois tipos de erros sáo designatfos, raspectiva- 
nente, por ít e p. 


Leste. 


A probñbilidaoe a do erro tipo I é dencmÉnaüñ "nível de significáncia" do 
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Os possEvets errQS & acertos de um leste estéD sinteílzados ns «abE 



Ñeafidade 

H 0 VGrdadeira 

H 0 falss 


Aceitar H Q 

Decisáo correta (1 - al 

Erro lipo M [$} 

Rejeita? h q 

Erra tipo i (a) 

1 v —' --- «4 

DecisSo car'“-.a 11 - & 


Observa que o srro tipo i só pcdera $er comieitdo se se rejeitar H f . 
erro ipo f¡ t quando se acsitar 

O türriadar de decisáo deseja, obviamente, reduzir aa mínimo as prcbí 
lidadss dos dois tipos de erros, lníeSizmerrte. esta é urna íarefa difícil. porr 
parauma amostra de dfiterminado tamanho a probabilidade de se rncorrer 
um erm típo li aumenta á médsda que djminui a prqbabilidade do erro íipc 
E vice-versa. A redupao simultánea dos erros poderá ser alcangada pelo 
mento do tamanho da amosíra. 


9.2,5 Configuragáo sobre o Mecanismo dos Erros 

Para aompreender o relaeionamento dos erros e st¿a$ dimensces var 
ídeaitzar um cxemplo 

Deseja-se íastar H ( .: p - 20 contra H, ll 20. Sabe-se qu& a varilr 
da populapao vafe 16 e que foi retirsda de uma amostrs de 16 elemeoLos 
seja: 


í ,! 5 ^ 16 


16 


H q : M - 20 

p > 20 

Como x, estsmador úe p.„ que por hipótese vaie 20, íem-se graficament 



p - 20 
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Observe A área hachurada a direita de x c corresponcfs á prúbabtlidade 
rdioítar /-/g.: p = 20, quando ll = 20 é verdadeira Ou saja r 
représenía « (prohabiLÍdade de cometer o erro tipo I). 


Para eocüntrar o (imite crítíco < x c > pode-se atribuir diversos vaSores para 
t. Admita qua a - 5 %. Assífti. para se encontrar \ basta passar para distri- 
úuicáo normal das médias para a dJStribuigáo normaJ padrio. 


2 = N (ü r 1) 


7 4 CA x f - 20 

Z - ou 1 ,64 = — , 

cr 4 


Ora, para valores amostrais de í próximcs de 20 a hipótese M, poderá 
ser aceita. Como H,. p '> 20, deve-se ter um timite critrco á direita para valores 
e Assim: 


liegiáo ae rejeigáQ 
para l-L:fj=2G 


|Li—20 


2 tft 
















Assím, a regra de decísao para N 0 será: 

flajeitar H Q quando x > 21,64 

Aceitar H 0 quandc x 21.64. 

É íad! conslatar que se tem grande probaDilidade de aceiiar h' 0 ;9E 
pouca probabilfdade f5%) de rejeltar H n Ora, quando se aceita uma hip« 
pode-se estar cometendc o erro tipo II - aceríar N pi quando H- é Fa 1 ^ 
exemplo, essa probsbHidade poders ser de até 95%. 0 que preocupa 
oiuro ladc, tem-se apenas 5% de ahances para rejeíiar H Q . Tcdavia, qr 
se rejeiía H a pode-se estar cometendo o erro tipo I - rejeitar H-. quando 
verdaderra. Como a probabilidade oeste caso é relativaments baixa, até 
decisáo de rejeitar H 0 é mais segura do que a dedsáo dc acéitar H ü . 
a Eógrca do teste de áígníficánGÍa; 

■ alnbuem-se baijtos valores para ¡y. geralmonte de 1% a 1 

* íormda-se H D com a pratensáo de rejeitá-la. daí o nome 
"hipótese nuíá": 

* se o indicaf a rejeÉQáo tíe H 2 tem-se um Indicador 
seouro qara a decisáo; 

* caso o teste indaque a aceíta^áo de H 0 diz-se que, com o 
de slgnjfFCéncta a. néo se pode rejaftar H 0 . e restes caí 
tíecisáo náo & ráo segura quanto á rejaiQáo de H Q . 

F¡xado u. pode-se dsferminar a prooabilrdade [3 de se cometer o erro 
II. Para o cálcula de [i {probabifidade de acsitar H 0 quando H 0 é falsajj 
prectso admibroutros valores para H^, já que o seu vaior origfnat é consider 
faíso Nc exempto, H a . p - 26 serie fatso, ou ss} 2 r em realídade u > 20. 

essa suposigáo corresponde a uma inlinÉdade de possrveis vaiores tíe u. 
exempio; 20.1 20,5: 21; 22 ... Para cacte um desses valofes pode-Se dí 
minar o vaior de p conaiciünado á Snporese aürrKtida. Assim, para um vi 
quaiquer, f.u > 20. terrr-se a seguinte conffgurapáo de 


Ilegiác de aSBttagáo p¡ Hí;lj- 2Ü 5og¡[lu de crítfca p f H ;: l ■ 2t 


flíP/.Li-U.I 
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Se x, por exemplo, for igoal a 20.5, será ac&ita a hipótaae foEsa 
p - 20. quandci na realidade a vendadeira hjpótese é H Q \ p = 


íbserve: Quan-do se considefam valares de próximos de 20 mm-se 
elévados indices para (3 Imagine, olhando o gráfico, o desloca- 
menío de p,, para a esquerda Guando p, = 21,64 fem-se 
PtJJ/H-,) = 50% r e esse valor irá crescendo á medida que se 
cünsicferam valores para p, menores que 21,64, 


Vamos caicuiar alguns valores de 
a) Guanto vaterá p, dao'o que p = 22? 


F(3/p 22) P(x < 21 r 64/4i = 22) P 


Z < 


21 , 64-22 

4 

VI6 


= - 0,36 




-- 0,3594 


b) Guanto valera [3> dado que p = 21,64? 


F(j3/p = 21,64? P(x< 21 ,64/le 21,64f 


21 , 64 - 21,64 


-0 


= 0,5000 
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Assim. a regra de decísáO' para H 0 sera 

Rejeitar H Q quando x > 21 ( 54 

Aceííar H q quando x 21.&4. 

é tácsl corrstaíar que se tern grande probabilídatíe cfe aceiíar H u (L 
pouca arobabilidade (5%) de rejeitar Ora. quando ss aceÉta uma' hr 
pode-se estar cometenda o erro tipo (I - acertar H flp quando H 0 é f£_ 
exempio, essa probabifidade poderá ser de a!é 95%. 0 que preocu¡ 
ouíro Jado. Eem-se apenas 5% de chances para rejeíi.ar H Q . Todavia. 
se rajeita H 0 pode-se estar cometendc g erro ttpo i - rejeitar H n qeano. 
verdadeifa. Gomo a probabilrdade neste caso é relativameníe baixa. ate 
decrsáo de rejeitar H 0 é mais segura do que a decisáo de aceitar H r 
3 lógica do teste de signiticánda; 

‘ atribuem-ae baíxgs vatores para w geraimeníe de 1% a 71 

- formuia-se H G com a prelensáo de rejeiíá'Ja, daí Q ooe 
" hipdrese nula"; 

* 0 T^ste rndlcar a rejeicáo de H 0 tem-se um indicador 
seguro para a decisáo: 

* ca$g o teste «ndique a aceitagáo de H, diz^se que, com g 
de SFgnifícánc+a a. náo se pode rejeitar H 0¡ e nestes ca¡ 
dacisáo naa é láo segura quanto á rejeigáo de 

FtKado a t pode-se detenninar a probabilidade fí de se cometer d erro 
El. Pars o cáicuJo de |3 ('prgbabilidade de aceitar H D , quandc H C; e ialsa;/ 
preoiso admitir outros valores para H 0; ja qu& o seu vaior original é considarí 
falso. No exemplo, H 0 : p - 20 saria faJso, ou seja. em reafidade p > 20. 

es$a scposigáo cgrresponde a ume infimdace ds possíve;s vaJores de u,. 
exempJo 20J- 20.5: 21, 22 Para cada um desses valores pode-se de. 
rniner o ualo: de \\ condicionado á ntpótese admititía. AssJm, para um ví 
quatquer p E > 20. fern-se ?. segurnte configuragáP Pe |j. 


Regiáo de aceuacáo p/ Hc-\i=2Q 


ReyiíiO rirt crítica p/ n. : L -2Q 

















Ss x, por exempto, for igual a 20 r 5 : será aceifa a bipotese íalsa 
¡i - 20, quando na realjdade a varúadeira hipótese é H Q : n = p , 


Observe. Quando se consideram valores de próximos de 20 fem-se 
elevsdos indices para J3. Imagine. olhancio o gráfico, o desioca- 
menío de i i. para a esquerda, Qusndo j.l, = 21,64 lem-se 
— 50% v e esse valor irá crescertdo á medida que se 
consicieram valores para p- rtlenores que £1.64. 

Vamos calcular aJgyos vaJores de í5- 

aj Quanto vaíerá (i, dado que p = 22? 



P j p/,Li - 22) - P {x < 21,64/u = 22) = P 


f z< 21. 64- 22 


- - 0 r 36 


\ r 16 


- 0,3594 


b) Guanto vaterá [i. dado que ij = 21,64^ 



P (|3/|hI 21,64] F{x< 21,64/p - £1,64,- P 


Z c 


21,64-21,64 ' 


1 


- 0 = 0.5000 
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c) Chianta valerá p, dado que u - 21? 














pois se está 
A diíerenga c 


FíJV'u - 211 = PU< 21,64 u = 21: = P 


Z < = 0 , 64 ’ 


d) Quenlo vaterá |3, daao que ll = 20.5? 


P jp/|JL = 20,5} - P(jf< 21,64/u -21) - P 


21 >64 - 20,5 
1 


Assim: 


Obaerve 


H Cr U = U | 

20,50 
21,00 
21.64 
22.00 


Ü.73B9 

0,5000 

0.3594 


— i r~i~r « 

0,261 l 
0.5000 
0.6406 


Quando se lem hipüteses próíamas á hipótese original que se est 
testando_ os uslnres die |3 aáo eíeyados. dimmuindo á medida qu 
afasta do vajcr testado. Veja. Nao e comprame- 
teaqr sa ter efevados vatores óe |i paía hipóteses prdxímas daque- 
fas qoe se esia testando. Qu seja, dizer que ha urn erro de 0.8729 
<87.29%) de se aceítar H^ : p = 20, quando na realidade 
ii =20.5 náo é um resultado preocupaníe, 

[Qíído 20, quando o verriadeiro poderá ser 20,5. 

(erro aósoluto) náo é -Ao preocupante. Concordas? 


..m 


acei’ 

.. „,5 



















9.2.6 Curva Característica de Operagáo (CCQ) 


Trata-se da construgáo de unna curva que expressa o comportamento do 
erro ¡j em funcáo das diversas hipóíeses altsrnativas teitas para H 0 , fixando-se 
o nível de u. 

IMci exemplo que se está anatisando, a GCG é dado por 



Corno era de esperar. quando se auments o tamanho da amostra conse- 
guem-se menores erros para p, admitindo-se a baixo (entre 1% e 10%). O 
gráfico a seguír exibe taE situaqáo. 
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Camo vocé já percebeu, as curvas caíacteristicas de operapáo constiti 
etementos para análise do cümpürtñmento do erro [j. e Erimbém nt, doíe 
possivel construtr curvas para combinacóes « e ii, variando-se os tamanr:- 
amostrais. 

Para ramar cscisóes inequívocas cu seja, sabendü-se previamente quá 
qs erros p e a. é precisc a construgáo das CCO. Tcdavia, como é morosc 
trabaího dos cálüulüs dos erros £1, na prática, realizanri'Se mais freqüentemenT 
os 'lestes de sígníficáncia 1 ' Gu seja. considera-se apenas o riscc i¿, "tcrce' 
do-se' para que o teste indique a rejeiqáü de H Q , corno fol eraltcado anti 
riormente. 

Uma altemativa ás curvaí caracterlssicas é s cüristrucáo da curva Ú 
pod&j tío teste. ou cursa de forga do tests. em que a forga do tests (1 - p 
obtida em f'uncáo dos vatores aíríbuicios á bipótese H 0 . 

EXERCÍCiOS - SÉRIE I - CAPÍTULO 9 

1. Formuie hipóíeses para; 

a) porcentagem de brasiEeírcs aüaltabetcs, 

b) pesü médio das aiunos oe sua ctasse-; 

c) variáncfa do& saiários tíos pfoiessores da sua escola; 

d) saJárfO métíio tíos trabaihadores brasiieíros; 

e) prüporcáo de garotos de sue escola. 

2 Expiique qs errcs üpo I e II que podem ocorrer quanda um professor 
decide aprovar ou reprovar um aluno 

3. Explique os erros tipo t e II que podem ocorrer quando um gerenie de 
reoursoe humanos tíecrde conífatar ou náo, dsterminado p'ofissÉonal. 

4 Construa a CCO para sa testar H Q : p 50. contra H .. p - 50, admitm- 
do-se Jntervalos sucessivos de 0,4 a parür de 5C até 5ü, sendc- 
~ 25: n — 25 e c = 10%. 

5, Gonstrua a curva de forga do Lesie para H Q : p - 15. H. p r - 15, em que 
n ~^9; o = 2 e u. - 5%. Adrma: 12 f 0; 12,5; 13.0; 13.5, 14,0; 14,5; 15.0: 
15*5: 16.0: 16.5; 17,0; 17.5, 16.0 cqttsq possíveis hipdleses verdadetras. 

6, As éspecrfica$5es para f&b.rfcacáo de certo produtQ exigem 25 mg de um 
compo&to Y. SabO'Se que a distribuigso de Y no produto é normaL com 
desvio'padráo de 2 mg para qualquer metíia, O fabrrcamo osíá examinan- 
do a irrspegáo tíe catía Jote antes de sua liberagáo para se decidir sntre 
entregá-lo ao consumo ou manté-Jo para repfocessarrtenio. 


a) Para uma arrostra de 16 quais seriam o$ lámites decisórios se a 
probablUdade de reíer incorTetamente o produto que satistaqa as espo 
crficagóes deva ser limitado a 5%? 

b) Trace a curva de forga para a norma dedsória em míervalos de 0,40 mg 
de u - 23,0 aié M = 27 : 0. 

c) Trace a curva de íorga para amostrae de tamanha 16 com a - 20% 

. '• , • :•>.• 

d) Trace a curva de forca para amostras de 36 com a - 5%. 


7. ConstTuir o CCO para se testar H Q : p 0,5 contra H } p > 0.5, sendo 
n = 100. Admita p - 0,55: 0,60; 0,65; 0,70: 0,75, sendo íí = 5%. Lembre- 


se: f = N 


& 


R3 

n 


3. Quanta vaie p>/u = 1.65 m. sendo H fl : \i = 1,70m, n = 36; e o 2 = 0,04 m £ 
e ct = 8%. H y : p < 1 r 70. 


9.3 TESTES DE SIGNIFICÁNCIA 

Como já foi dito, os testes de SEgnitscáncia consideram apenas o erro a, 
Sáo os mais usadús nas pesquisas educacsonaís, sócio-económicas, . , 

Q procedimento oara realizagáo dos lestes de significáncia é resumrdo 
nos seguintes passos: 

1. enunciar as hrpóteses H ü e f/ t : 

2. fixar o Eimite do erm ct, b identifícar a variáve! do íeste: 

3. cam o au>ííl:o das tabelas estatisticas, considerando a e a vanávef do 
teste. detemninar as RC (regíáo crítica) e RA (regiáo de aceitagáo) 
para 

4. com os elemenios amostrais, calcular o vakor da variável do teste; 

5. conduir pela aceitagao ou rejeigáo de H 0 peia cpmparagáo óo valor 
obtido no 4 Ü passo com RA e RC, 

9.3,1 Teste de Significáncia para Médías 

1. p = 

fí,: uma das alternativas 

M * Pü í-ai 

> Mq íb) 
p < Mo ($ 


ZC7 
















a mesm 
’Se rnéd 


V é desconhecida, a varíávet do tesíe 

> 

3 . Com auxüio da Eabeia T determinam-se BAfi RC. 


4. Calculo do vaior ób variavel 


5, Conclusóes 

a) Se - / -- r t t . A | ^ t ^ náo se pode re|eitar H Q 

Sa 4ai ' ' | 0IJ 'cai < - r fejeila-se H D . 

b) 3e ^ - /íi, náo se pode rejeltar 

c) Se r. i'r/, náo se pode rejertar H 0 
Se f ¿íü < ítt, rejeita-se 


Exempto: 


Qs dois regisEros dos últimos aos de um calégio. atestam 
caiouros admitídos uma nota média 115 (teste vocacior j 
te;star a nipótese de que a média da uma nova turma é 
liroo-se. ao acaso. uma amostra de 20 notas, obtendo- 
11 e e riesvFo-padréo 20. Admrtlr que u = 0,05. para eíetuar o 
Eniáo. 


* ~ Mo 
S 
\'ñ 


rfe: 
x = 
M C = 
S - 

n = 


médta amostrat 
vaJor da hipótese nula 

desvio-padráo amostral 
Tamanho da amostra 


1 E ) H 0 u • 115 
H r : ií j. 115 


Í08 











2=) a = 0,05 


Variável T com 19 graus d@ Hberdade. 

3 a ) 



■ 

o 




2,093 



S6 

5 ; ) Como -2,0930 *•=• r Ca , 2,0930, náo se pode rejeftar 
H 0 : jj - 115 com esse nível de sÉgnificáncia. 


9.3.2 Teste de Signjficáncia para Variáncias 

!• Mjí o 3 = 4 


H t : uma das attemalivas 
a z * í?q fa) 
a ! > a§ (b) 
o 2 < (c) 

2. Fixar a. EscolheF a variávd qui-quadrado com cp - (n - 1), 

3, Com auxifÉo da tataela y z ' determÉnam-se RA e RC. VÉde gráÍECos a, ta. 
e c (página segurníe). 

A Cálculo do vator da variávsl 


$ (n - 1 )S 2 


onae: 

■" i ~ y~ 



& = 
o 2 = 


n - 


tamanho da amcstra 
variáncia amoshal 
valor da hlpdtese nula 
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f 2 y 2 náo se pode reieitar f- 

L -cai A sup 


&) 3C ¡n ( - "'Eup 

- 2 " xLP ou 'C * 4r re ! eita - SG H a- 


Se \C , > T 

A aup 


b) Se y 2 < i 2 , náo se pode rejeriar H D , 
caJ -sup 


> y k reieEla-se H f ,. 

"'cal *Süp 1 u 

Sé xf nr ss P ocie¡ rejeitar H 0 - 

rejeita-se H ü , 


Exempío 


Para tíistsr a tiipótese de que a vanáncta de uma poputacáo é 25 
t j rou _ Sfi U[T i a amostrn aleatória de 25 &lementos obtcndO'Se S = 10.3 
Admkindo-se a = 0,10 efetuar o teste de signsfícáncia línicauí 


á esquerda. 


1 S ) H q : cj 2 - 25 


H Tj : o 2 < 25 
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2 q ) a = 0,10; vaíiável 7/ com 25 - 1 = 24 qf_ 


3-J 



! 4=) ^ ^ ^ = 17,56 

5 9 ) Como Xca > 15,7, náa se pod& rejeitar H, : cr' . 25 ao ntvel de 
slgnrficáncia de 10%. 

9-3.3 Teste de Significáncia para Proporgóes 

K H q : p = p 0 

H,: uma das aíternaíivas 

P * Pq <*> 

P > Pq (b) 

P < Po Cp J 
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2, FExai a. íEscoNier a vanáveí narma padráo Z 


3. Com auxílio da labela da dsslribuigáo normaf padrao, determrní 
RA e RC, 


A. CáJculo do valor da varíável 


( -Po 


^1 = 


J Pc > 1 - PqI 
n 


onde: 

f = freqüéncia relativa do evento 
amostra 

P Q = valor da hipótese nula 
n - lamaoh-o cía amostra 


5. Conciusoes: 

a) s«-z" * 4 al - z a 


2 ^áo se pode rejertar h q 


Se 4i z | otl ^ea? < rejeita-sa H 0 

b) Se Z Ga[ < Za, náo se potíe rejeitar H- 
Se Z ca[ > Z a, rejeita-se H, 

c ) Se ^eai :> -Zv* nág se pcde rejeüar H- 
Se Z^, < Za. rejeita-se H Q 

Exemplo. As contíigóes de mortalid-ade de uma regíáo sáo tais que a pr 
porqáo de nasdtíos qué sobrevÉvem aEé 60 a.no& é de 0 . 6 . Tes: 
essá hipótese ac nivel tíe 5 % se em 1000 nascirnentas amosíradt 
aldatgtíamente, verificou-se 530 sobrevjvenies até 60 angs. 

I 6 ) p = 0,6 

p ¿ 0,6 

2 -j a - 0.05 e a variávgl escolhitía. a noriTiaf ( 0 .T) 


3 S ) RA © RC (ver gráfico na pág¡na seguintej, 

m m ¿- — f _ m-m 


vS P ~ ft >~ -v/oen_- o,6) 

* /i ^ 1000 


- - 4,42 


5’) Gorno Z cal —1.96, repeita-ae H Qf conduintíc-se ao nfvel de 
5%. que p ■?* 0 t 6. 
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9,3.4 Teste de Signíficáncia para a 
íguafdade de duas Variáncias 

I Hq: cf^ = 

^ o| 

Poaem-se festar as desiguafdades < ou >, todavia, o mais comum é 

2, Fixar cl Escolher a variávei “P com (n^ - 1) graus de liberdade no 
numeratíor, e £%- 1) graus de íiberdade no denomirrador, 

3. Com auxNio da íabela da distribuFgáo “P T determrnam-se RA e RC 



4. Cálcuio do vaEor da variáveE 

s z 

F - -1 
cal ^2 

5. Conclusóes: 

Se ^nf F cai F su p' ná0 POde rejertar H a . 

Se F su P - F cai < F \uft fejeita-se H 0 , 
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Exemplo. Dois programas de Ifeioamenio de funcionános íoram efel 
Os 21 furrcionános treinacfos no programa antigo aprsserntam 
variánoía 146 em suas taxas de erro. Wo novo progra.! 
fundonártos apreserííaram uma vartáncia de 200 Sendo a. -- 
pade-se condurr que a variáncía é diférente para os dois progr 

I 9 ) H 0 : of = c§ 

H f ;- of * 

2 5 ) ci = 0.10. A variávet s F com ij ; - ■7, - 1 = 20 e <o E - /)„ - i 
3 S ) flA e RC 



S? 


146 


< 3 ) ^cai - J = flfln = 0.73 


s§ 300 


5 ,? ) Como 0.43 « F ea , 2.54, náo se pode rejeitar H n . pcirtantí 
náo se pode condu'rr que as varEáncias sejam difarsntes cor 
esse nivei de stgnificánda. 


9.3.5 Teste de Significáncia para a 
Egualdade de duas Medias 

i- Caso. As vanáncies oopulacLonais sáo cánhecsdas> indep&ndentes e npr- 
mais. 

1- Pi = p _2 ou - p 2 Qnd ® d > 0 é uma diferenpa 
admiíida entre as rnedias. 


Hy * p 2 cu |i, - * á 

Os testes unicaudais sáo permitidos. 
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2. Fbcar u, Escolher a varfáve! normat psciráo: Z 

3. Com auxilio cia tabeía da di&íribuigáo normat padráo, detar- 
minar RA e RC, 



z 


4. CaiouEo do vaíor da varsável 


{ X-j ) — Ü 



5. Conctusoes: 

Se - Z ^ íí Z ^ rsáo sa podé rejeitar H v 

(X Gt 

Se Z^i > Z ou Z caJ < -Z — t re|eita-se H u . 

4— í— 

Exemplo: Um fabricante de pneus faz dois tfpos. Fara o tipo A r g - 2500 
milhas, e para o Tip-O B, o = 3000 mflhas. Um táxf testou 50 pneus 
do tipo A e 40 de tipo B. obtendo 24000 milhas e 26000 miltias 
da tíura^áo media dos respectivos tspos Adoíando-se um risco a!fa 
de 4%, testar a hipótese de que a vrda media do$ dois tipos e a 
mesma. 

Ma ~ = 0 ” 

W,: M A * 

2-} u = 0 r 04 r 3 variáve! é Af{0 T 1) 

3 *} RA e RC 
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2 & C05O; 







24000 - 26000 


iS 500) £ _ (3000l ; 


= -3,38 


5*} Como Z Ml < -2,0S, rejetta-se H fJ concluindo-se com risco 
4% que as vidas medias dos pneus diierentes. 

popuSacionais sáo descgrhecidas e, adnitidí 
iguais, maependentes e normais. 


- - M 2 

* m 2 

2, Fixar a. Escolhej 


ou fi-j - |i 2 = d 

üu m-í _ M2 * d 


3. Com auxílio da tabela da d’síribuiQáa "E", determinam-se RA 
RC. 


(i>- (,n n —r>. —2 j 
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4. GálcuEo do vatór da variávet 



i. Xg ) d 



□nde, S c - desvio-padráo comum é dado por; 




- 1)Sf • ¡n £ - 1)Sf 
+ n 2 - 2 


5. Condusóes: 

y í mjr 

Se - í “ s. r ca| t -g náo se pode rejeítar H ¡y 
^cal ^ fcal ^ 2' 

Exemplo: Dois tipos de tinla fDram testados sob as mesmas oondi^des me- 
taorológicas. O tipo A registrou uma média dé SO com um desvio 
de 5 ém 5 partes. O tipo 8, uma médra de S3 cqm um desvio de 
4 em 6 parles. Adotando a - C.05 testar a hípótese da igualdade 
das médías. 

1íf ) V 

* Mb 

2-) « = 0,05 e a variáve! í com 5 + fi - 2 = 9 graus de liberdade, 
3 S ) RA e RC 











V) S, - 


V 


{5 - 1 ) 5 L> + (6 -JLtl 2 


5 + 5-2 


- 4.47 




*1 “ 


80 - 83 


V n< - n 


2 

1 ‘ 


4,47 


V 


- 1,12 


5 + 6 
30 


&} Como -2,2622 ^ ^al 2,2622, náo se pode rejeÉíar H 0 
esse nível de signrfidáncia. 


9,3.6 Tesíe de Signifícáncia pera a 
Igualdade de Duas Proporgoes 

1* p n = p £ 

H t : P, í* i% 

2. Fixar ot. Escolher a variávet normal padráo; Z. 

3. Com auxilio da tabeta da drsíndíjjpño normaí padráo, de: 
msnann-se RA e RC. 



4. Cálculo do valcr da vanáveí 


/, - f 2 




V 


Pi 1 - P> 


1 1 ^ 
+ 

"l 


^2 
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onde: f, e L sao ao freqüéncfas relatfvas amosirais: p é o estimado comum 
b p, e p^, áado por: 


a *t + *z 

p m + 4 



5. Condüsoes: 

Se - 2 ^ Z ca | - Z náo se pode rejeitar H Q 


Se Z cg( > Z ^ au < -Z |. rejeÉta-se o 


Exemplo: Deseja-se testar se sáo iguais as proporgóes de homens e mu- 
Iheres que leem revisia e se lembram d@ determínado anúncio. 
Sño os seguírrtes os resuítados de amostras aleatórias indepen- 
dentes cíe bomens e mulheres: 


Homens 

Mulheres 

Jf, * 70 

= 50 

n, = 200 

rtp = 200 


onde x=, é o núrnero de homens que se lembram do snúrtdo e x 2 ú o corres- 
pondente número de mulheres. Admsta a - 10%. 

% Hq* pj = 

H-\'. P] ¿ p2 

2. oe = 10%. Escolher a variável A/ <0.1). 

3. Deíerminagác de RA e BG. 
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4. L *= -L = 


70 


n, 200 


- 0.35 


L ■ 


*£ 50 

~ 200 


- o,: 


■S- * + - 70 + 50 = Q30 

P n, +■ n 2 " 200 + 200 


^caJ “ 


0,35 - 0,25 




= 2,18 


0 ; 3 {0,71 


f 2_ 

200 


Coodusáo: 

Corrro ^cal ‘ > ,G4 r rejeisa-se a hipétsse cía rgualdade dí 

porgóes, conduíndo-se co-m riscc cie T0% que as prof 
sso drrereníes. 


EXERCÍCIOS - SERIE II - OAPÍTULO 9 

Testes para a Wlédia PopulaciQnai 

1. Uma smostra de 25 elementos resultou média 13,5 com desvlo-j 
4,4. Efeíuar □ tefííe ao níveS de 0.05 para a hipótese que p _ 15 

p -t 16; e p <16. 

2. Retirada uma amastra de 15 parafüsos, obtóve-se as seguintes tre 
para 5eus diámecrofí: 

10 10 10 11 11 12 12 12 12 

13 13 14 14 14 15 

Testar H 0 : U 12.5contra n * 12,5; n > 12.5: \i l2 r S. Adotar 
a - 0.05 

3. Dada a distribuicáo amostral 


Ctasses 

5-10 

10 - 15 

15 - 20 

20 - 25 

25 “ 30 

% 

3 

5 

0 

3 

2 


Tesiar a hipótese de que a média da populagao é 20 contra H. u ,■ 
$enda n = 2,5%. 
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4. As estaturas ds 20 recém-nascsdos laram tomadas no Departainento de 
Pediatria da FMRP, cujos resuitados sao em cm: 

41 50 S2 4S 49 54 50 4 7 52 49 

50 52 50 47 49 51 46 50 49 50 

a) Suponha iniciaJmante que a pcipulagao daa estatüras é normal corri 
varEánda 2 cm : teste a hipóiese de que a média desta noimal e 5C cm 
(íx = 0.05) (teste unicaudal), 

b) raga □ mesmo tesie para a rnedia. mas agora desoonhecendo a va- 
riánoía (teste unicaudal). 

5. 15 anirnais foram alimentados com uma cería dieta durante 3 semanas e 
veriticou-se os segumtes aumantos de pesos: 

25 30 32 24 40 34 3? 33 

34 £6 30 32 38 29 31 

Testar a hipótese de que a média é 30, sendo a = 10% (teste bícaudal). 

Tesíes para a Varíaocia Populacsonai 

6. Um IabüraLóhD fea oito determinagoes da qLtantidade de impurezas em 
pürcoes de certo composto. Os valores eram 12,4. 12,6: 12,0: 12,0; 12,1; 
12,3; 12,5 e 12,7 mg. 

a) Estímar a variáncia de impure^as entre pargóes. 

b) Testar a nipótese de que a variáncia é 1. ao nfve^ de u = 0,05 tí á = 0,10, 
contra H T ; d? < 1, 

7. Testar H Cj cr : = 10 contra H r o 2 * 10 admitmdo a seguinte distribuigáo 


Cfasscs 

5 - 10 

10 - 15 

15 - 20 

20 - 25 

25 - 30 

ñ 

3 

5 

8 

3 

1 


Admiía u - 20% 

3. Suponha X = Ni\i. rr 2 ) em que Jlí e cr sáo desconhecidos. Uma amostra 
de tamanho 15 íorneceu Ix- - 8,7 s Zxf = 27,3. Testar a hlpótese de 
que a variánda da populapáo é 4. Adctar u. - 1%. (tesíes uni e bicauda!). 


Testes para a Proporceo 

9. Uma amostra de 500 eseitores seieciocados ao acaso dá 52% ao Psrtsdo 
Democrático. Poderia esta amostra ter sido rebrada de uma populagáo 
que tivesse 50% de eleitores democratas? Admiía u - 0,05. 
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10. CO’TTi basa na íabela 



Cigarros 

s/filtro 

Cigúrros 

C'fiítro 

Nao fumam 

Tofcíí i 

KomeRE 

12 

64 

14 

90 

Mgiheres 

B 

26 

15 

50 ' 

Total 

20 

90 

30 

140 


a) Etístar s hípótese de que a proporgao de fumantss é 80% sendo <r 

b) Tesfar a hjpótese de que a proporgáo dos que fumam cfgarros 
íiítro é 70%. a - 0,02.' 

c) Testar a hipótese óe que a populagSo de. fumentes temimnas é 
a = 0,01. 

1 s. Langa-se uma moeda 100 ve^ss e obtém-se 50 caras. Testar ao r¡¡ 
b% a hipótese de qdé a moeda é honesta, 

12. Ums pÉSQUÍ&a revelou que das 50G donas de casas consultadas 
prefen'ram e detergente A. Tesiar a ’rsipóíese ao nível de 0.04 
HqI p = 0,5 conire Hp p w- 0.5; 

13. A experiéncEa tem demonstrado que 40% dos esludantes sáo repro^ 
num exame de ESTAT3STICA {?). Se 40 de 30 sstudantes fos&am ' 
vados, podedamos cooclulr que esses esíudantes sao infariores em Es 
oa? cé - 5% , 

Testes para a Iguatdade cfe Dgas Variáncias 

14. Para verificar ei eficácia de üma nova droga foram in^etadas doses ei 
ratos, obtendo-se a seguinte tabala 



tómaníio da amostra 

Variáncia 

Machos 

41 

43.2 

Fémeas 

31 

29,5 


Tesíar a igualdade das vanáneias sendQ (/. - í0%. 

15. Tome duas disias quaisqjsr do exercicio i 9 e teste a igualdads das 
riáncias sendü u = 10%. 


16, Sendo a - 1G% r lestar a igualdade das varráncias para a& duas, m; 
A e B do exercicio 13- 
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tfe jf - C^mpufí SarlaTcresa 
BlMi :s T '::|or Blcy 

Testes para a Igualdede entre Duas Médias 

17, Sendo: Amosíra 1: = 60: x = 5 r 71; = 43 

Amostra 2: n 2 = 35: x = 4,12: 28 

testar Hq = \i 2 s&nci0 « - 0.04. 

18. Ma tebela abaixo estáo registrados os índices de vendas em 6 supermer- 
cados para os produtos eoncorrenites da marca A e marca B. Testa.r a 
hspótese de que a diferenca das médias no índice de vendas entre as 
marcas é zero. Sendo a - 5%. 


Supermercztfo 

Merca A 

Marca B 

1 

14 

4 

2 

20 

16 

3 

2 

23 

4 

11 

9 

5 

5 

31 

G 

12 

10 


19, Com a íinalidacfe de se estudar a influéncia da dreta no ganho de pesa 
de prematuros, um grupo de 25 recénvnasddos (com pesos entre 1500 
b 2000 g) fcr dividido em 5 grupos de 5 crianqas cada. e submetidas a 
díferenies dietas. Os dados abatxo representam o ganho médío diário em 
gramas: 


Di £ TA 



A 

8 

C 

D 

E 


22 

22 

42 

21 

£6 


31 

26 

30 

21 

19 


31 

24 

23 

17 

23 


26 

21 

26 

19 

25 


27 

40 

25 

23 

17 

x*¡ 

137 

133 

151 

106 

110 

_J3 l 

3311 

3777 

4749 

2316 

2480 


a) Tome 2 dietas quaisquer e iesíe a ígualdade de médias. a = 0,05. 
bj Repita o teste para outras duas. 
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20 Da populacáo feminina exíraiu-se uma amostra resuftandü' 


Rendas (em $1000^ 

10 h 25 

25 h 40 

40 h 55 

55 f- 7Ü 

70 \-m 

M- de mulher&s 

7 

12 

10 

S 

4 


Da populagáo masculina retirou ums amostra resultando 


Rendas (em SlOOOj 

ib r 30 

30 h 45 

45 h 50 

60 h 75 

75 j- m¡ 

M a de Homons 

a 

15 

12 

7 

3 


Tesíar ao nivel de 10% a hipóíese de que 5 diferenca enlre a rsncía mt 
dos homens e das mulheres vafha $ 5000,00. 


Tesles para iguaEdatfe de duas proporgoes 

2i Urtia empresa de pesquisa de opiniio públlca seledons aleatoríamen* 
30D etehprés do Sáo Paufo e 400 do Hio de Janeiro, e pergunta a cí 
um se vütará ou náo no canditíato .4 nas próxímas eíeigoes. 75 elejiorí 
de SP e í20 do RJ respondem afirmaüvamente. Há diferenga signijicati\ 
entre a$ proporgdes de eteitores 3 íavor de A naqueles dors Estados? U: 
a = 5%, 


£2. Eaíáo em teste dai& processos para fethar latas de comestiVBÍs Hur 
seqüéíicia o'e 1 000 fatas. o pradesso 1 gera 50 rejelgóes enquanto 
prccaaso 2 acusa apenas 200 reiarcoes. Ppde-se, no niVel ds 0.05. cor 
cluir que cs dois processos seíam diferentes? 

23. ISfurrm pesquiea sobre possoidores de vidaocassets. encontrE 5 m-se 1 
das 200 casss pesquísadas do bairro X e 240 das 500 restdéncias cfc 
bairro Y. Há diferenca signlficativa entre a proporcap de possuidores ái 
vídeo nos dois barrros? Use c? - 10%. 
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Estatística 
Mao Paramétrica 




10.1 INTRODUQÁO 

As íécnicas da EsiatíS!Eca Náo Paramétríca sáo. particuSarnnente, adaptá^ 
weis ao£ dados das ciénciaa oo comportamento. A aplicagáo des&as técnicas 
náo exige suposígñes quanto á distribuigáo da poputaQáo da qual se tenha 
reíírado amostras para análises. Podem ser aplicadas a úados que se dtspo- 
nham símplesmente em ordem. ou mesnno para estudc de variáveis nominaís. 
Contrariamento ao que acontece na Estatistica Paramétrica onde as variáveis 
éáo, ne maíoria das vezes r intervalares. oomo foi visto nos Capítulos S e 9. Os 
testes náq-paramétricos sáo extremamente ínteressaníes para análises de 
dados quaiitgtivos. 

Os testes ds EsiatisErca náo parametrica exigem poucos caiculos e sáo 
aplicáveis para anáíise de pequenas amostras (n : 30). 

Como o próprio nome sugare. 3 estatíslica náo-paraméirica independe 
dos parámetros populacionais (u; o 2 ; a; P.„} e de suas respocLívas estrmativas 


10.2 TESTE QUÍ-QUAORADO 

O mai$ poputar teste nác-paramétrico é o teste qui-quadTado T ou teste de 
adequagáo do ajustamento. 

Se¡a. f Lim experimento aleaíono. Sejam F t , E 2 . E k; K" eventos asso- 
ciadüs- a Admita que o experimento é reatizado “n" vezes. 

Sojam: Fo v Fo 2r .„ Fo k as íreqüéncsas observadas dOS *K" eventos. 

















Sejam: F^, Fe p Fe k as íreqüéncias espsraóas. ou freqüéndas m 
cas dos U K" eventos. 

Deseja-se reaijzar um Eesíe essatístfco para veritícar se há adequapáo 
ajustamento entrs as íreqüéncsas observadas e as freqüéncfas esperadas. t 
é 7 se as dtscrepáncías {Fo^ - Fe-.), t = 1,2, ... K séo devidas ao acaso. ou 
dé fato existe diferenga signifioaEiva erLre as freqüéncias. 

Eis o procedtmemo para se efeiuar o teste. 

1 P ] Enundar as hfpóteses e W r 

H 0 afirmará náo haver discrepáncia entre as freqüéncias obserM'e; 
e esperadas. enquanto Hj afirmará que as freqüéncias observads 
esperadas sáo discrepantes, 

2*] Fixar a Escolher a vaoável qühquadrado com tp = {K — 1 ;i Lernbre 
que K = numsro de eventos. 

3-J Com auxíiio üa tabela x 2 , determínam-sQ RA e RC. 



X 


X 1 


4-) CátcuEo do va'or da varíável 



+ .. . + 


■ Fo k - Fe k ) 2 


5 y ) Gonclusáo 

3e x 2 a| < náo se pode re¿eitar H 0 . ou seja r as frGqiJBrTcias 

servaüas e esperadas náo sác díscrepantes. 

Se X^ a) X 5U3 - rejeita-se H 0 , concluindo-se corr. risco t¡ que há 

crepánda entre as freqíjéncias observadas e esperadas, Ou seja 
há adequaqáo do ajustamento 
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Exemplós: 

1, Efn 100 lances de uma mQeda r observaram-se 65 coroas e 35 caras. 
Testar a hipótese de a moeda ser honesta. adotando-se u - 5%. 

Solu^áo: H ü : A moeda é honesta. 

Hf A moeda náo é honesta, 

2 C> ) a -= 5%. Escoihe-se uma ^ pois K=£©tp=2-1 -1, 

3 C ) Deterrninacáo da RC e RA. 



4 C ) Cáículo do vaíor da variável 


Eventos 


Coma 

Freqüéncias observadas 

35 

£5 

Ffeqüénctas espersdas 

50 

50 


2 _ (Fo¡ F&¡)_ £35 _ 50)2 ^ ^65 — 50 

ha\ ~ & p e . 50 ■ 50 


5-) Concluááa: 

Corrio xía- - 3,64, rejeita-se H Qr concluindO’Se, com risco 
de 5%, que a moeda náo é honesta, 

Eis outro esremplo: 

Deseja-se testar se o número de acidentes numa rodovia se distnbui igual- 
snte pelos d¡as da semana, Para íanto foram levaniatíos os seguintes dados: 


Dia da semaná 

Dom 

Seg 

Ter 

Oü3 

Qui 

Sex 

Sáb 

Múmero ae acidentes 

33 

26 

21 

22 

17 

20 

36 




































Adotar ot = 5%. 


Soíupáo: 1 H ü - As ffeqüéncias sao iguais em tüdos os dias da sema 

H r = As freqüéncias sáo diterenles. 

2 a = 5%. Escothe-se umg varrávei qui-quacfradc com 

— K — i = 7-1 =6. 

3 Determinsoao de RA e RC. 



4. Cáiculo do Víjlor da vanavÉJi. 


Foes 

Fesp 


33 

25 


2 É 


31 


25 


25 


22 

25 


17 


2 D 


3-6 


£5 


25 


25 


Qbserve: Fesp = ^ 175 = 25 


{33 - 25 } 2 [26 - 251 2 (2 1 - 25 j 2 

X cal '25 25 " 25 

H7 - 25Í 2 (30 - 25)2 (36 _ 

£5 25 25 


(2 2 - 25} 2 

25 


= 12,0 


5. Conclusao 

Como ■ 12.6 : náo se pocs ísjeitar H fl , logo ss freqi 
cias de acideníes náo sáo díferemes para os Oias da. sem; 


EXERCICIOS - SÉRÍE 1 - CAPÍTULO 10 

1 Uma moeda é lan^ada 200 vezes e verifica-se 110 caras e 90 coro¿ 
Téstar a hónesfídadc da moeda, senoo <% = 0,10 














2 Um dadp é langado 130 vezes e as &eguiníe£ freqüéncias sao observa- 
das: 


Eventos 

Sair o 1 

Sair o 2 

Sair o 3 

Sair g 4 

Sair o 5 

Sarr Ü 6 

Fneqüineias 

31 

28 

35 

26 

29 

31 


Testar a hipóíese do dado náo ser viciado adotando ot = 0.05 e a = 0,025. 

3. Em 240 lances de um par de dados, observaram'Se 17 somas e 42 
somas "7". Verífrcar se os dados sáo honestos adoíando o nivel de sigrti- 
ficáncia 0.01. 

4. O últfríJQ algarismo tío CIC tíe 40 pessoas resultou: 

2S04573774321096591 9 

80332193 7 66012493764 

Tesiar se é razoável supor esses números aleatórios, rr = 5%. 

5. O n.üfnero de pessoas de certa repa que possua 4 ripos de sangue estaria 
nas proporgóes 0,12 0,43: 0,20; 0,14. Dadas as Ireqüendas nbservadas 
de 180; 360; 130 e 100 para uma oul/a raga, coloque a prova a hipótese 
da iguaidade das distribuigóes, Adote « = 2,5%. 

6. O ntímero de livrcs empresíados por uma biblloteca, durante uma deter' 
mlnada semana, está indicado a seguir. Testar a Jiipótese de o número 
de Isvros emprestados náo depender da dia da sémana, sendo a - 0 r 01. 


Dras ds seroana 

Seg 

Ter 

Qua 

Qui 

Seií 

Núrnero de Eivros emprestaíios 

110 

135 

120 

146 

114 


10.3 TESTE QUl-QUADRADÜ PARA INDEPEMDÉNCIA 
OU ASSOCIAQÁO 

Uma ¡mportante aplicacáo do teste qui-quadrado ocorre quando se quer 
estudar a associacáo ou dependéncia T entre duas vanáveis. A representagáo 
das freqüéncias observadas é dada por uma tabela de dupia entrada ou tabela 
de contíngéncia. 

O cáiculo tías íreqüéncias esperadas fundamenta’Se na definrgáo de va- 
riáveis aieatórias independentes, conforme v;sto no Cápítulo 2. Isto é: diz-se 
que X e V $¿o rndopendentes se a distribuicáü conjunra de [X V) é ÉguaJ ao 
produto das distribcigóes margmais de X e de Y, Isto é: 

Píx- y } j = p Up p i y¡) para todo i e / 


22 % 



















Proceriimerttü pars efeíuar o teste: 

1. H 0 : as variáveis sác ¡ndependentss, ou as variáveis náo 
associadas, 

H t : as variáveES sáo dependentas, ou as vajiávers esfáo 
ciadas, 

2. Fixar ol Escoiher a variáveJ qus-quadrado com o = (i. - 1) {£ 
onde t - número de linhas cia tabela de continqencia. e C = ru 
de catunas, 

3 Com auxitio da tabela //', dete r rninam-se RA e BC 



4 Cálculo do vaior da variável. 


,2 - 
■'cai 


«X X 

i=i j= i 


" (Fo,¡ - Fe¡¡i 2 


Fe, 


Y 


onde cada Fs fl é deíermlnacio por 


Fe „ = 


Dma da lin ha i) (s ama da coiun a >) 
{totai de Qbservaqoesj 


5. Conblusac 

Se xL í?,náo se pode rejestar H 0 . isto é, náo se 

cíii syp ■ w 

dizer que as variávess sejarri dependentes. 

Se y^. Qj x| U p- rejeita-se H¿¡, conctuindo-se com rrsco nt, qi 
as variáveÉs sáo dependentes. ou esiág assodadas. 

Exemplo; Testar ac nivel de 5% se ha d-ependénda antre as prelarend; 
por sabor da pasta úe denres é o bairro. 
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Sabor da pasta 

Bairros 

Z 

A 

B 

€ 

Ifrrrao 

70 

44 

36 

200 

chocoáate 

50 

30 

45 

125 

Jlortelá 

10 

6 

34 

50 

cütros 

20 

20 

as 

125 

Z 

150 

100 

250 

500 


Soiucáo; i. H 0 : A preferéncia pelo sabor independg do bairrD. 

A preferéncia palo sabor depende do bairro. 


2. íx = 5%, Escolber um % z comr 

tp = (4 } (3 - 1) = 6 gl 


3, RA e RC, 



4. CálcuJo do valor da vadávei, 

A tabeSa das íreqüéndas esperadas é dada por: 


Sabor 

Bairros 

A(1) 

B (2) 

C{3) 

(ij limáo 

60 

40 

100 

(2) chocslate 

37,5 

25 

62,5 

(3) hortelá 

15 

10 

25 

(4) outros 

37,5 

25 

62,5 





















onde. por e?íemp[o r 


= 


fsorna da línha 1 1 (soma da cojuna tj 
tPtaf de observacóas 


ou saja: 


Fe u = 


(150) oom 
500 


- 60 


" 


íEoma da jinha 4) (soma da caíuna 3 í 
total de observagóes 


Fe m - 1 -- 62.5 


500 


Assim: 


= ” 60) 2 (50 - 37,5) 2 (10 - Vz¿ (20 - 37 ,5f 

Z ea' so 37,5 15 37.5 


_ ( _44 - 40f _ (30 - 25í 2 - 

40 25 10 


( 2 Ü - 25) 2 
+ 4 


tafe-IOt P j45 - 62 t 5)* (34 - 25¿ (65 - 62,5) ? 

100 62,5 25 62,5 


5. Condusáo. Coitío > 12,6. rejoíta-se cenclumdo- 
com riñco de 5%. que ha dependéncFa entre sabor da pí 
de denses a o baifro. 


Observagóes: 

1 O lesíe qyi-qyaofado de associagáo y aconselha'/el quantío o ta 
nho da amostra é razoaveímente grande e deve =er spiícatío 
maior curdado se eyisíem frequéndas esperatías menares do que 5 

Nestes casos, 3 soiucso é juntar classes adjacentes evltandO'Se que 
Fesp < 5 . 

2. Quandc u¡ma. das varfáveis possui nfveis que coniemplam todas as 
cateqorfas da popuJagüo (por exempla variávsl sexo: mascclino s te- 
minino, náü sendo possíveí oulra rnodalidade de sexo ...) diz-se qus 
o seste é de homogeneidade. 


















3. Um indrcador ao grau de associagáQ entre duas variáveis analisadas 
peío tesíe qui-quadrado é o coeticiente de contingéncia. dado por: 



O coeficiente pode variar entre [O r lj, estando mais associadas as varia- 
veís quanto maior á o valor de C. O iimlte supertor do coeficiente depende do 
tamanho da tabela de contingéncla. Assim r para íabelas (2 x 2), o máximo de 
C é dado por 0,7071. Sendo maior para tabelas maiorss. 


EXERCÍCiOS - SÉR1E II - CAPÍTULO 10 

1- Tesíar (a = 5%) se há alouma relaqáo entre as notas ascolares e o salário. 

Notas £sco/t?r¿*5. 


s 

A 


Afta 

Média 

Baixa 

L 

A 

Atto 

i& 

17 

5 

R 

l 

MéCftO 

26 

38 

16 

0 

Baixo 

6 

15 

9 


2. A íabeEa apreseota os resultados de urn experimento dastinado a ínvesti- 
gar o eíesto da vacinagáo de animais contra determinada doenqa. Testar 
a homogeneídade dos resultados utiliíando: a).u - 5%; bi a = 1%. 



Conírairam a doenga 

Náo cantr&imm # daenga 

Vacinados 

14 

42 

Náo vacinsdos 

16 

23 


3. Determine o valor do coeficiente de contingéncia considerando os dadosi 



Arena 

PMDB 

Homens 

50 

72 

Mülhsres 

' ■ , . i - • 

£9 

35 


4. Verificar se há associagáo entre os nfvels cfe renda $ os municipios ondé 
foram pesquisados 400 moradores, Adote ct = 1%. 
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Municipios 

rJiVefs de rertda 

A 

B 

Q 

D 

1 

28 

42 

30 

2A 

2 

■14 

78 

78 

76 


5. Os dados abasxo sáo □ resuítado de um questionádü splicado a 500 &\i 


OpiniÉo a 
respeita 

do pena tíe mone 


Partidos 


Esqveróa 

Centro 

Direita 

Aprovam 

35 

50 

8Q 

MSo aprovam 

45 

80 

60 

Sern opiniáo 

20 

70 

60 


Os dados sifger&m que a opmiáo em reiaqáo á perra de morte seja 
perrdente do partrdo? Use a ~ 5%, 


10,4 TESTE DOS SINAIS 

É utiüzado para anóltse de dados emparelhados (o mesmc Fndividuo 
sübmetido a duas med¡das) É aplícado em Sítuatjdfcs &nn que o pasquEsadí 
üeseja determinar se duas condiqdes sáo diferentes. 

A variável de estudo podera ser mtervaiar ou ordsnai. O nome 'teste dí 
sinais" as dsve ao íafo da $e utilizar em sinais -mais" e "Enenos" em lugar dí 
dados numéricos. Assim, se houve afteragáo para rnaí-or usa-se' (+) se pars 
menor. {-). Náo havendo aíteragáo. atbbui-se (0), Para o lesi-e desconsiderar 
se os casos be empate, ou seja. os pares em que toram atriboídos ^eros. 

A lógica" do teste é que as condigoes podem $er consideradas iguaís 
quando as quaníidades de V' e forem aproxtmadamente iguais. Isto é, a 
proporcác de sinais 'V H eqütvaíe a 50%, ou seja: p = 0.5. 

Procedimento: 


i By náo há díferenqa entre os grupos. ou seja: p = 0,5. 

Hy há dFferenga. ott seja: uma das altematívas 

P * 0,5 (a) 
p < 0,5 ti?) 
p > 0,5 ÍC) 
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2 Fíxar ííl Escolher a distríbulgáo N (0/1) se n > 25 ou Bínomjál 
se n < £5* 

3 . Com auxilio da íabela, deieím¡nam-$e HA e RC (para n > £5), 
caso n < 25 utitiza-se a dtstfibuigáa Binomial. 



4 Cálculo do vabE da variável (í? > 25) 


_ y ~ n.p. 
%'ü. p. cj. 


onde: 

y = número de sinais "+" 
n _ tamanho da amostia desccntados 
os empates 
p = 0 t 5 

q = 1 - p = 0,5 


5. Conclusoes: 

Se - Z | Z ca , = Z nao se pode rejeüar 

Se Z cal > Z | ou Z M | < -Z|, rejeila-se H 0 , conduindo-se. 

com risco a, que ha düerenga ertre os dois grupos, ou duas 
condipóes. 


ÉxempJo- Sessente, aiunos mairiculám se num curso de Inglés. Na primeira 
aula aplicñ-se um teait? que mede o coníiecimento tía língua, Apos 
seis meses, aplica-se um seguudo tesie. Os resultados mostram 
que 35 elunos apreseniaram meihora (35 u + n ) t 20 se conduzfram 
melhor no primeiro tesíe (20 & 5 nao apresentarafn modiu- 

cagáo (5 "0"). Testar, no nível de 5%, se o cur$o aiterou o conhe- 
cimento de ingles do grupo de 60 alunos. 


Solugáo l, Hq'. O curso náo alterou (p = Q,5). 

H v O curso melhorou 0 conhecimento de ingies. 
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2. ol -5%. Variáveí A/(01) 
3 RA & RC 



Obs&Tve r devícfcj ao enundado de oplou-se pelo teste unicaud= 
direiia Caso H t fossc ‘ ptorou", o íesie seria unicaudal á eaquerda. 

4 r Cáiculo do vaior da vadávd. 

35 - 55 10,5). _ , r 




v'55 {0.5} -;0.5i 


= 2,02 


onde: 


y = 35 

n = 60 — 5 - 55 
p = q = 0,5 

5 . Concfusáo 

Ccmo 2^ a| > 1,64, fejeiía-se H. y conduindo-se. corn risco 
5%, qus o curso melhoroü o conhecimento de ingles. 


10,5 TESTE DE WILCOXON 

Traía se de umá extensSo do test¡e dos sinais. E mais interessante óo 
aqueie, po^s leva ern considerapáo á magniiude da diferenpa para csda par 


Procedímento: 

Anies de enunciaí as hipoteses é preciso: 

a) DetermFnñr para cada par a diferenpa (dí) sntre os dois escort 

b) AtrEbuir posíos (coEocar em orctem crescente) a todos os < 'di t ' 
tí&sconsiderando-se os Einais. No caso de empats, atribuir 
métíia dos postos empatados. 
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c) Identfficar cada posio peio sinal '+“ ou do "df que eíe 
representa. 

d) Deterrmnar T- a mertor das somas de posios de mesmo sínal. 

e) Abater do "n" o núroero de seros, i$to é, di - 0. 

Eis o teste: 

1. H/y náo ha diferenca aotre os grupoa. 

Hy há diferenca. 

2. Fixar a. Escolher a variável /¥(0,1) se n > 25 Se n 25 ha 
tabela própria. 

3. Com auJíflÍd da tabela /V(G,1) determinam-se RA e RC, 



4. CeJculc do valor da variável 



T Z »t 

Vt 


onde. 7 = menor das somas de 
pc$iOS de mesmo sinal 

nin + 1) 



4 


n{n + 1 ) (2n_+ 1 ) 
24 


5. Condusáo: 

Se - Z - =>" Z ( .. ± | ^ Z náo se potie re|eitar H Q . 

(X tt 

Se Z c£l > Z g cu Z ca | < = 2 re Í eita_se ^ 0 r concluindo- 

se. com risco a T que há diferenga entre os dois grupos. ou 
duas condjgóes. 
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Ejtemplo: Sera apresentadü um exempío com n < 25. todavia, nao se ül 
a tabe^s apfaprfada. 0 propósito é llustrar o procedimento da 

Um grupo de 15 pessoas submeteu-se a um¡ novo processo de er 
cimento Testar no rnvei de 5% a bípóiese de que náo houve dimínuf^SD'! 
niíicatíva do peao. 


IndiVfdüas 

P&sa {kg} da dieta 

Peso (kgj depois ds c£MÉ 

1 

85 

83 

2 

78 

70 

3 

65 

67 

A 

80 

80 

5 

58 

SO 

6 

58 

55 

7 

93 

30 

a 

80 

79 

9 

60 

84 

10 

65 

60 

11 

62 

60 

12 

87 

87 

13 

95 

90 

14 

53 

57 

15 

90 

94 


Solugáo: Convém apresentsr os dados ruma íabela do tipo 


PesQ-antes 

Psso-dBpais 

fíl 

PQSlQS {+) 

Postns {-) 1 

85 

83 

{35 83} = 2 

4.5 P 


78 

70 

0 



65 

67 

-a 


4 r 5 p 

60 

80 

0 



53 

60 

-2 


4,5^ 

53 

5S 

3 

7 P 


90 

30 

13 

18* 



contk 
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PcsQ-ant&s 

PQso-ds-püis 

di 

Postos (+) 

Postos {-} 

m 

79 

1 

1,5* 


ao 

64 

-4 


5,5 S 

65 

60 

5 

10 , 5 * 


62 

60 

2 

4 , 5 * 


sy 

67 

Q 



95 

90 

5 

10 , 5 * 


5S 

57 

1 

1,5° 


90 

94 

■4 


8,5 Ü 



£ 

65 

26 


Veja: 


houve empale para Üi = 1. cniáo o posto atribuído fbi: 
1 P + 2° 


1,5- 

ü 

' para ef/ = 2. tarnbém houve empaie. assirn, 

. será o posta atribüído ap "2" 

e dessa manesra para os demais casos, 
Teste: 1. náo houve ditereoí?a dos pesos. 

H: hüuve ditcren^a. 

2, tx - 5%, Escolhera distriburíáo N (0,1), 
3 Determinagáo de RA e RC, 


3- + 4 g + 5- + 6 $ 


4.5 5 
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4. GáJculo do valar ds variável. 

7-10 (TTíenor das somas) 

Lembre-Se: n = 15, mas houve ríots ernpaíes. logo 


ff 


13 


13(13 - 1 ) 

Hf « ---= 45,5 


°(H - 


= ^ 13(13 +1H2Q3 + 1) 

= 14,31 


Z. .. = 26 -^Í - -1,36 


"Clll 


14,31 


5. Corno -1„96^ Z, £ 1 $6, náo se pofJa rejeitar H a ao nive3 de 5 C 

10.6 TESTE DE MANN-WHíTINiEY 

H usado psra testar se duas amostras independerUes toram retlradas 
populagde& com médias tguais. Trata-se de uma interessante alternaiiva 
tesíe paramétrico para igualrtade de médias, pols o teste Mann-Whítney 
exfga nenliuma consideraoáo sobre as disiribuigdes popuSeEicnsis e &uas ví 
riáncias. Como foí vtsto, o tesíe paramétrico para iguaidade de médtas exi< 
popuíacóes corrr distribuiodes normaís de tnesma variáncia 

Este toste podera ser aplicado para variaveis iniervalares ou ordfnais. 


Procedimento: 


a) Consldorar n t = número de casos do grupo com manor quanth- 
dade de observacóes e a = número de casos do rnaior grucu 

b) Corrsidere todos os daóos dos dms crupos e qoloque-os em 
oidnrn cíescenie. Atribua primáiro ao escore quo algsürica- 
menie !or menor e prossiga até N= n, + n 2 , 


As observa^oos einpatadas alríbuir a médla dos postos correspondentes 

c) Caicuiar R , - soma dos postos do grupo /?,. 

R ? - soma dos postos do grupo 

d) Escofher a menor soma entre fí, e fí 2 . 








ou 

Tesfe; 


onde 


e) Calcular a ostaiíslica: 

+ 1) 

H'l ^ n i ‘ n 2 + - 2 - 

n2(/T 2 + 1} 

^ 4=7 n i ' n 2 + 2 

1, H 0 : náo há diferen£a entrc os grupos- 

há díferenga. 

Para n. , < 10 há tabela própria. 

2, Fixar a. Escolher a vartável W(G.I). 

3, Com auxillo da íabela N{QA) determinam-se RA e RC 




4. Catculo oo valor da variáveí. 


_ |i - \Hu ) 

¿ cü; 


mu\ 


n 1 n 2 


Wü) = — 2 


üfi/l - 




, h n z fl) 


12 


ConGrüsao: 

Se -Z | í Z C3l | -< Z —. náo se pode refeitar H Q . 

Se Z ca) > Z | oü Z ca ¡ < - Z réjeíta-sié H 0 , conctuirrdo, 
ccrr. risco a. que há dlíerenija entre os grupos. 
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Exemplo: 


Solucáo: 


Deterinine ; nc nível de 10% 3 se as vendas médias dos dois 
pings’' £30 d'ifeíenres. 


Shoppíng A 

Shopping 8 

íem 10 e 

«J 

10 

22 

1 S 

17 

9 

15 

8 

10 

2 

7 

11 

7 

4 

fl 

3 

14 

9 

15 

12 


10 



a} n, - 9 f£hopping B) e n 2 - 11 - 
bj Postos de todas as vencfas, 

A __ 

11 a 

19 2 

3,5° 

■jp 

I3 a 

3B 

2* 

3 , 5 Q 

# 

11=_ 

3 ofna 97,5 


e 

2ú- 

16 . 5 ^' 

11 a 

4 . 5 * 

4.5* 

a.5 3 

15 Q 

16 , 5 - 


112,5 


R. = 97.5 


R. - 112,5 
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Tesíe: 


d) Escolher fl 2 ^97,5 

e} u 2 = 9(11) + 11l ‘ 1 ^ ■ ■■ - 97,5 = 67.5 


1. H q \ as vendas sáo rguais. 

as vendas sáo diíerentes. 

2. a = 10%, Escolher 

3. Com auxílÉo da tabela: 



4. 


= Í^U> 49,5 


Gálcuio do valor da variáve) 
M-U 0 

m = V 3í,1KS Í2 11: r ’ 

, 67,5 - 49,5 


= 13,16 


-car 


13,16 


1,37 


5. Conclusao: 

Gomo -1,64 : ■ Z CQ | í 1,64, náo se pode rejeitar a hipótese 
de q,ue as vendas sáo iguais. 


.7 TESTE DA MEDIANA 

Trata-se de uma akernativa ao leste de Mann-Wbitney. Testa-se a hipóte- 
J - dois grupos independenies cenham medianas .¡guais. É aplicado para 
‘ís ordmars ou intervalares. 
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Procedimento: 

a) Deierrmina-se a mediana do grupo Cürnbmado (duas arrtosiras jur 
b} Monla-se a tabeta: 



Grupo ¡ 

Gofpo tí 

FrtHqüérrciac cbsetvad-ss 

Fcbs 

Fobs 

acima da mcdiana 

Fesp 


Freqü&roas observadas 

Fobs 

robs 

abaÉxo ou tgya! a mediana 

Fesp 

FespJ 


c) Realiza-se o teste: 

1. Hq: As medianas sAo íguats. 

Kp As medianas sáo drterentes. 

2. Fixar a. Escolner a variávei qui-quadfado corn q? = 1 g¡ 

3. Com Hiixitio da íabela qyi-ouadrado determmam-se RA e RC 



4 Cálculo do vator da varsávet. 

2 


'■c.il 


X 

í-1 /-1 


ft í 


As íreqüénctas observadas sáo obtidas pela contagem dos eiemenl* 
de cada grupo que se encontram aclma da medjana, e aqueies que est£ 
abaixo ou sáo iguais á mediana. 

A$ freqüéncíaa eéperadas sáo obttdas da mesma maneira que aquefát 
utiifzada para o teste yj de índependéncia: 


Fe ¡r 


¡sorna da linha /) {soma da coiuna /} 
(rotat de observacdes) 
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5. ConclLisao: 

Se j^ al -« náo ae pode rejeitaf H a . 

Se )r® a| > rejaita-se H 0 , cortcluiodo-se corr risco ct que as 

medianas sáo díferentes. 

Exempto; Duas turmas de Estatí'stica de duas facutdades distintas obtiveram 
as seguinte$ noías: 

Faa X: 8-7-5-5-10—4 — 6- 9 — 3 

Fac. Y: 1- 2 - 4 - '6 - 8 - 10 - 7 

Tesiar no nívei ü& 5% a igualdade das ríiGdranas. 


Sotugao: Calciifa-se a metíiana do grupo combmado. 


*í 

F i 

% 

1 

1 

1 

2 

1 

2 

3 

1 

3 

4 

2 

5 

5 

2 

7 

6 

2 

9 

7 

2 

11 

a 

2 

13 

9 

1 

14 

1G 

2 

16 

i 

16 



8* « 9 ;| 


= J.6 ££ 

2 2 


2 + 1 = tf + '1 = 9 ? 


logo Md = & g 6 = 6 


Monta-se a tabela; 

Fac. X 

Fac. V 


Freqücncias acirna da mcdiana 

4* ... " 

3,94 

3 

3,06 

7 

Freqü«ncias abaÍKO ou iguat ñ mediana 

5 

5,06 

4 

3 r 94 

9 


9 

7 

16 


Observe que Fe,- 3,94 

16 


Trata se da freqilénciia cbüervada de nota&aeima de 6 rca Faculdade X. Cnnfira. 































O íeste: 

1 H 0 : As medianas sáo igüaís: 

H,: As metíianas sáo diíerentes. 

2, a - 5%. Escdhe-se a variávei qui-quadrado ccm 1 g!, 

3. RA e RC. 



4. Caicuiú do vaior cía vfiiiával f") 

Jt = M - , <5_- 5 ¿ + ^ 3 > 2 + Í±=M = 0 

^eaf 4 5 3 4 

5- Conciusáo-: ComG y 7 3--S4, náo se pode rejeitar a hip 

cal 

tíe que as mediartas sáo iguais. 

10,8 TESTE KRUSKAL-WALLtS 

Trata-se de teste extremameníe útil para decidir se K amostras J 
Ertdependentes provém de popula^óas com médias iguais. Pbderá ser ap 
para variáveis intervalares ou ordinais. 

Procedimento: 

a) Dispor, em ordem crescente. as odservaqóeí. de todo¿ os K gi 
atribuindo-lnes postos da i a n. Caso haja empates. atnbüir o 
msüio, 
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b) Determinar o valor da soma dcs i>ostos para cada um dos K grupos. ñ,- 
/= t, 2 r K. 

c) Bealizar o teste: 

1„ As médias sáo iguais, 

R' Há peio menos um par difereme. 

2, Fixar a Escolher uma variávei qui-puádrado com ip = k— 1, 

3 r Com áuxtíio da tabeEa qui-quadrado delerminam-se RA e RC. 



4. Calcula-se a estatística: 


H - 


im 

n{n +1) „ 


iFtif 


í = 1 




- 3 (ft + 1) 


5. Conclusáo; 

Se H < náo se pode rejéitar H 0 . 

Se H > y 2 , raseita-se H, conduindo-se com rtsco a que há 

A sup u 

diferenca entre as médias dos K" grupos. 

emplo: Testar, no nivel da 5%, a hipótese da igualdade das médias para 
os trés grupos de aluncs que foram, submetidos a esquemas di- 
ferenciados de aulas. Foram registradas as notas obtidas para 
ums mesma prova~ 


247 








Avfas Exposíiivas 

Aulas com recursos 
audiovisuafs 

Auias através ds 
snsino programado 

65 

60 

61 

62 

71 

69 

ea 

66 

67 

70 

63 

72 

60 

64 

74 


59 


Solucáo Atnbuem-se postos ás noias; 


Postos 

Avf$$ 

Expositivss 

Aufas Recursos 
AtfdiovtSuüiS 

Au/as 

Ees/ino Programadc 

8 a 

2 . 5 - 

4' J 


141 

12* 

i r- 

0Í 

to» 

13" 

6* 

15 B 

2,5° 

7® 

16* 


1 a 


I 39,5 0 

39,5- c 

57* 


1 H 0 : 2 s nofas mádías sáo ÍQuais. 

H .|i ss notas médÉas sáo drferentes. 

2, a = 5 %. Escothe-se uma distribuí^áü qui-quadrado com 2 
pois ip - K - 1 = 3-1 = 2 . 

3, Com auxílFü da labela da distribuiQáo deternninanvse RA e RC 
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4 Gátcuta da estatistíca H. 



12 _ 
1SÍ16 + 1J 


39.5¿ _ 39,5 2 
5 6 



3 (16 \ 1) 


H = 2,90. 


5. Condusáo: Comc H < 5.99. náo se pode mjeitár H 0 

Assím. as notas médias poasm ssr consicíeradas iguais, ao 
niVel de 5%. 

XERCÍCfOS - SÉRIE Nl - CAPÍTULG 10 

Para cada uma cías sítuagóas apíiqua o teste das sinais e o tesle dc 
Wíicoxon. Adóte a = 2,5%. 

a) Inüivíduos sübmetidos a um programa tíc dieta. 


Peso {kg} pré-dieia 

Peso (kg) pos-dieia 


Continuagáo 

55 

50 

48 

50 

m 

65 

49 

51 

?e 

78 

90 

■01 

ai 

79 

93 

85 

68 

70 

90 

90 

58 

57 

56 

58 

60 

58 

66 

.84 

60 

62 

67 

63 


























Peso (kg) pré-di&ta Pssq {kg} pós-dieta Contínuagáa 


75 

70 

73 

70 

85 

61 

74 

70 

90 

80 

48 

53 

50 

eo 

66 

65 

56 

55 

72 

70 

B3 

75 

86 

83 

47 

52 

80 

81_1 

Veicuios com um 

novo aditivo. 




Km/í 



Antes 

Depois 

Aotes 

Depoís 

B,7 

9.3 

4,8 

5.5 

9,3 

9,2 

6.7 

68 

10.0 

9,5 

6,3 

9.5 

9.6 

9 r 6 

9 h 5 

9,0 

8 r 5 

6,8 

10,5 

10,0 

5,8 

6 r 5 

12,5 

13,0 

6,3 

7,0 

12,5 

12.0 

12,5 

11 r5 

9,0 

10,0 

S.8 

0.9 

14,0 

12.0 

7,3 

e r o 

13 r ü 

11.0 

12,5 

11,0 

9.5 

10,5 

13.8 

14,0 

S.0 

9,3 


2. Use □ Eeste de Mann-Whttney para determinar se a media do grupo > 
mator do que a rnédía do grupo Y Adote a = 1%- 

X‘, 63 65 70 48 50 01 88 39 35 47 75 85 61 

Y; 90 50 60- 70 40 38 80 47 51 05 87 

3. Aplique o teste da mediana nos dadcs do Eyercido 2, Adote a = 1 

Compare as concíusóes. 
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4, Sáa datfas as duragdes (em kmj de duas rrarcas de amortecedores. Apli- 
que um teste para verifleár a iguatóade das quilometragens. Use a = 5%. 


Maroa A 

Marca B 

26.56G 

33.400 

21,900 

29.600 

2B.800 

25.500 

27.700 

27.900 

3i aoa 

24.500 

24.500 

23.BOO 

27.000 

27.300 

30.6 D0 

30.100 

25.600 

2B.B60 

24.60p 

27.700 

25.400 

24 450 

35.500 

32.3 Q0 

25.300 

34.300 

27.900 


2B.4Q0 



5. Testaram-se quatro tipos de fampadas para determirtgr se havia diferenga 
entre suas vidas médias. Adote ot = 5% para rsalízar o teste estatistico 
que cortfirma, eu náo H a igualdade da duracáo. 


MARCA A 

704 

604 

1.030 

831 924 

672 

723 

591 

MAfiCA & 

752 

709 

717 

921 761 

991 

605 

9S1 

MARCA C 

873 

666 

1.021: 

992 816 

913 

97B 

1,233 

MARCA D 

690 

850 

B24 

856 915 

734 

799 

700 

6. Veríficar se há dit'erenca entre as vendas médias dos shoppiogs. Uae a 

= 2,5%. 

(Em $ í.000.000) 

A 3,2 

4,0 

s»o 

2,7 

1.0 

6.0 

7,0 

5,5 

B 6,2 

1.3 

1 t 7 

2,0 

5.0 

2,3 



C 5,0 

4.0 

3,0 

2,0 

1, 7 

1,0 

4.5 
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COMPARAQÁO DE 
VÁRIAS MÉDIAS - 

Anáuse DA Variáncia 


11.1 INTRODUQÁO 

Nos capitulos anteriores íorem apresentsdos testes, paramétrico e 
parannétrtco, para verificar a igualdade entre duas médias: íeste 'T e de Mar 
Whimey Ainda no Capítulo ^0 o teste de Kreska'i Wall¡s foi aplicadc para U 
a igualdade de K médras, K > 2. 

Uma aiternativa ao Leste de Kurskal-Waüfs é a anáüse da vadáncia. 

Trata-se de um métotín estatfStÉco r desenvoivjdo por Rgher, que atravi 
de testes do iguatdedérs de médses, veriiica se íator&s produzem mudan-t 
srstcmátícas em alguma vanavet de jnteresse. Os fatores propostos podem 
variáveis qiuantitativas ou qualftñíivas, encuanto a variavet dependente de-. 
ser quaníitativa (interva’ar) e ¿ observacia dentro das ciasses dos fasores - 
iraiamentos, 

Por eiíemplo. potíe-se estsr irsteressado no consumo de corriüusiívet áí 
automdveÉs. Poder-se-ia admÍTir que a marca do veicuEo. idade, poténda eíc 
como fatores Por moic da anáiíse ria variáncir3 é possívsl veriticar sa as mar- 
cas. fdade poEéncia .. ou uma combinaqáo d^ssea fatores produzem efeitt 
aprectáveis sobre o consumo T ou se coricluir qye tais taiores náo térTT i'itiuéncia 
sobre o consumo. 

A Tinalidade é apresentsr cs -fundamentDS esse métcdo. Para esfudt 
maís aprofundados recomenda-se consuftas a Irvros que tratam. com exdu 
sividade. desse assunto. 






■ 


11,2 HIPÓTESES DO MODELO 

Ha trés suposigcies básicas que deverti ser satisfettas para que se possa 
aplicar a anáiise ciá variáncta. 

1. As amostras devem ser afeaíórias e indepsíidentes. 

2. As amostras devem ser extraidas de popuiacóes normais. 

3. As populagoes devem ter variáncías iguass. 


11.3 CLASSIFICAQÁO ÜNICA OU EXPERIMENTO DE UM 
FATOR 

Admite-se um ünicü fator (variável independenfe) que é subdividido em 
tratamentos Tiveis do fator). A variável de estudo (variávei dependente) é 
med ! da através de amostras de cada tratamento. Bis a conífquragáo deeee tipo 
de experimenEo: 


Tratameníos 

Ér lemento 
da amostra 

1 

2 

3 

__ K 


1 

*Tt 

X 2t 

*31 

...... 


2 

*12 

■x zz 


...... 


3 

A ia 

i 

*2T3 

*33 

...... XfQ 

+ - 


I _ § 


X 2n2 

*2rü 

■ ' ' + — 


Sümas 

-- — 

Total 

Wédias 



*3 


X 


f * 1, 2 t 3, K 
j = 1. 2, 3 n } 

Assim x (} denota o vator da/-ésima ebservagáo sujeito ao éésímo tratamento. 
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A médíá dos valores observados no í-ésímo grupo sera 



1-1. 2. .... K 


A média geral é dada por 


n 

K 


QÜ X = 1 
n 

K 

I 

X % 

Z ”1*1 


f=i 



i= 1 


K 


em que n J] n t é o numsro tólal de observagoes. 


r= i 


A hipdtese nula é de que íodos os trstamentos tenhsm n-:édias ¡guaís, 


é' 


H Q- Hi - Pa ■ ^3 ~ — = Vk 

E que todas as ll K ir popu]agoe& dos Iratarnentos tenham a nnesma varii 
cia: o 2 . 

A hipátese atternativa é de que peio menos um par de médiás seja 
rente: 


I 0 £ 


Mfj * M 4 para P * q 

A aceitñgSo de H ü revelará que o tatcr consldüíado náo acarreta mud 
cas signifioativas rra varíável de estudo. Por ouíro lado, a rejeicéo de 
cará com nsco n, üue o tator considerado exarce influéncia sobre a varia 
de astudo 

A base da anáitse da variáncia está nas comparacóes que podem si 
reitas com os estimadores da varíáncja comum de todos os tratamenio (cj e ) 






11.3,1 Estímadores da Variáncia Comum 


Admiíindo-se H 0 como verdadeíra, pode^se esiimar a varíáncia comum rie 
tres maneiras diferentes: 

1-} No primeiro caso consíderam-se os K tratamentos como uma única 
aniostra do tamanho n e a médía garai X Se H 0 : ^ - p a = ... = - \i é 

verdadaira. tem-se que: 



K n 


I Z <x¡j - *> 2 

sf= 

/_1 /-i 

J 

/7 - 1 


será um estimador jusfo de o 41 , isto é, E\Sf\ = o 2 . Por outro tado, sa H ü nác 
for verdadeira, irá superestimar cr 2 ' fveja confígu racáo á freníe), 

K n 

Ao numerador ^ X ~ denomina-se vartagáo total (Qí). 

/=i /_ i 

£ £■ (% - X) 2 

Peio Teorenna de Fisher; ^ r tem distribui^ao qui-quadraoo 

im (n - 1) graus de liberdade. 

Desenvolvendo-se o quadrado obíém-se uma íármula prática para o ca- 
ilo da variaqáo total. Assim: 


K 


Variagao total = Ot = 


1 X 4 


- c 


tm 


que 
























2-¡ A ssgundá forma de se estimar a Variáncia comum 6 é peia 
deraQáo das médias dos K grupos e a media geraí X Se H 0 for ^ercíaí 
toremos para cada amoatra; 


o 2 " ... - tí Kr ' o 2 


£ [ X;] ji e 6 ¿ >, x¡) = - , ou x, = N 


n. 


m; 




Entáo 


V U. - x ) 2 


S ¿ = será um esttrnadot jusío de ^ e 

T rj' 



K 


I n t \x- ~x) 2 

5 2 n ( S 2 = 

í- t 

t 


será um esEirruidor justo de cr' isío é: £[S?¡ = o 2 

PoFérn, se H a náo for verdadeira, S¿ irá SLrparestimar a ? - (Veja a 
guragáo a frerito). 

K 

Ao numeratíor V - x) 2 dsiiamina se variagáo siVje traiamem 

1 

Pe]o Éeorema de Fisner.: 

K 

V n¡ < x t - ií 2 


i 1 


^2 . tem distribulgac qui-quadfado com ;> - i) graus 


liberd.ade 

Ejs a tórrnula prátrca para 0 cálcufo de Q, 
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3*) A terceira maneira de se esíimar a variáncia cr 2 comum será psr meio 
de cada uma das K amostras. Assim, para o j-ésimo tratamento, tem-se; 


Z '*¡j - K ¿ 



s? = 


Como / - 1. 2. .... K tém~se 'fC estimadores dotipo Sf\ Entáo o estima- 
dor da variáncia CGmum será dado pesa média aritmética dos Sf ponderadas 
peEos respectivos graus de iiberdade (qi, - n¡ - 1} H assim: 


ga= fl S ? + h S Í ± • • • + *K S K 


01 + ^2 + + 


K 


X J. *■■ m 


2 


ou seja 



Sob a condigáo de H n ser verdadeira oü nao, tem se EJS^] = cr^ . isto é. 


Sf é Justo. (Veja coníiguragáo á írente). 

K n f 

Ao numerador ^ (jf y - - x ( } 2 denornina-se variaQio dentro dos irata- 

f. t j_i 

mentos ou variagáo residual (0 , ¡ ,.)- 
Peto teorema de Físher: 

K n i 



1 1 <■*$ - s ,) 2 

í=t j-1 
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Eis a fórmuia prática para o cálculo de Q r 



Pade-se demonsírar que: 



Isto é, a varrapáo totaf é tgual á soma da variapáo entro tratarnemos e a 
variagáo rs-sidual. Ou seja, O f — Q e — Q r = 0 

Resumfndo, as variagces Q r , Q e e O f lém distribuigáo x 2 respectiua' 
mente com (n - t) f [K — 1) e (n - K) graus de liberdade. 

**►'* $-t = *l ~1 + Cff 

Nota^se que: [n - 1] - (X — 1) 4 - K j 

Sendo esta a condigáo necessária e suíiciente para que , e Xn^m 
sesam Independentes. 

Dessa maneira, 



o e 


r-K-1 

1 

1 

—1 

1 

S| 

•1 

1 

N 1 
H Ki, 

1 

* 

t 

.0 

t 

4 

n-K 

n - K 



torá distribüigao F com (K - t) g r. no numerador e \n - K) g -t. no deno™ 
nador, 

O quodeníe Fserá utilizado para testar a hipójese H Q 

Guanto mais próximo de 1 for o quodente H Q deverá ser aceita; ao cor- 
trário, quanío maior o valor de F, o teste irá indioar a re}eigáo de H 0l e nesse 
caso conc!ui-$e com r¡Eco a que o fator considerado íem inftuéncia sobre a 
varrável dependente. 


Z53 














11.3.2 Fundamentos da Análise da Variáncia (ANOVA) 

A conílguraqáo seguinte ilusíra a t>ase do método e o conseqüente uso 
do quociente F para se testar a ftipóíese da igualdade das médias. Para 
tantOr '.■‘aimos supor trés amcstras de quatro eiementos cada uma, cujos 
valores sao. 


Amo&tra T: Xy '■ 

14 

16 

15 

13 

Amostra 2: x 7 . 

7 

7 

3 

9 

Amostra 3: % 2 . : 

16 

17 

18 

19 


e que estáo mostradas no gráfico: 

—f—I—l—*—H 4—!—í—t—I—I—i—f—x—x- x—x—!—t—j—i—¡— x. 

13 14 15 16 
X 

—f-H—I—I—I—I— I X X X I 1 —|—i r ! 1 —h—f—|—I —\— V 

7 B o ^ 

— 1 —I—I—f—!—I—I—i—i—I—1—I— I 3 I J X X X X 1 1 *L 

m 17 13 13 ' h 

Vé-se claramente um caso em que a hrpótese H Q será rejsitada peEa 
análise de vanárccra. As trés amcatras parecem confirmar a hipote.se de 
homocedastrcrdade ivariáncias íguaisj todavfa, as médias : diierem daramente 
de amostra para amosrra: 14,5: — 7,75; = 17,5) calcuiando-se, 

dessa farma. os vaíores tías estrmaíivas da varláncra encontraremos' 
Sf= 19.30; Sf - 99,75; $f 1,42 

Nota-se pela análrse do gráfico e dos resultacbs que. sendo H c laJsa. haverá 
uma tendénc'ia de Sf& S| superastimarem (1-9,30 e 99.75 : respectivaniente) 

O que náo ocorne corn Sf . já que, Sf = 1,42, é uma boa estimativa de cr 5 . 

Conírarramenfe T se for verdadeim, Sf, Sf e forneceráo boas esti- 

matrvas para ct 2 Jmagine, olhando para o gráfico com os trés grupos alinhados 
em torno de um eixo vertical (x), 

Tem-se ar o fundamento logico da análise da variáncia. Na verdade. o 
teste de igualdade de médlas é substituldo por i;m teste de iguaitíade de 
vanánctas; ó| = 6f. 


253 














Asséjtl se a hrpótese de igualda-de das varíáncias íór acelía. pode-se 
cluir que as médias sáo ígaaiS:, pots nest-e caso o estrmador o terá a me 

dimensáo que Sf , ou seja, □ quociente entre ambos estará próximo da un 
de. Porém. se a hipóíeae da ígualdade das médias náo é venficada se t 
S| bem maior do que Sf, e cooseqüentemente o va!or do quDGiente será be 
maior do que 8 unidade, 

É fácrl compreender que a tesse da anáaise da variáncia será unicauda' 
cter&ita. com o risco a concentrado na cauda á direrta 



11.3.3 Quadro de Análise da Vsriáncia 

Os resuJtados abtidos poderáo ser reunidos no Quadro de Análise 
Variáncia. assrm: 

Quadro de Análise da Variáncta 


Fonto de 
VañacÉo 

i 

Soma óe 
Oüadrados 

i 

Graus ds 
Ubertíade 

Quadrsdos 

Médios 

Teste 

F 

Entre 

Tratarneníos 

%, 

K- 1 

S 2 _ 

á K- 1 

F — 1 

Deniro dns 
Amosíras 
(Resfdual] 

O f - Qj — Q 0 

n- K 

Qj. - Q t} 
br ~ n - k 

TdÍeií 

o, 

n- 1 




Para testar a hípótesa H 0 : p.| — - p 3 - ... - jj w - u canti 

H r p * para p * q, compara-se o valor F cr¡ , com o valor F iabelac 

com (/<:— 1) g ■ t no nurnerador e (rr - K) no denaminador. fixandQ certo ni\ 
a de aiqnifidáncia. 

Se ■ - F lfK) , entáo aceita^se H 0 e conciuj-se com risco i.t que o fat 

consitíerado rtáo caosa efeiío sobre a variávet ern estudo Por outro lado, 
F ca1 - F tab , re=eiia-ss H Qm conduindo-se pe?a diferenca das médias e coíisé 

qüe-nte mfluéncia do fator so’ore a varíável anatisada. 

A seguir apresent-s-se um procedímenta para a efeiivaqáo do Teste. 

í ? ) Dispor os eJementos. segundo a íabela a seguir, obrendo as som: 
das cofunas e suás respectivas mécfias. 
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K », Y 

2-) Calcula-se a cónstante 

C 

I S *¡I 

n 


K " r 

3°) AvaJia-se a soma; J X ' oblencio a variagao total 

í=i /=i 



4"=) Calcula-se a vartagáo entre tratarnentos 
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5 ? ) Obtém-se a varlacáo résidual sor d'ferenca: Q r - Q ( - Q 

6°) Constrói-se o Quadra de Anañse da Vanáncia, avaljando o F caj . 

7 d ) Dstermina-se a negiáo crítica e de aceitagáo da h?pátsse H 0 pcr 
da tabeía F. 


f(F¡ 



f 


S 2 } Compara-se F ca| ccm F ¡rjb . obtenda-se a CQnalusác 

Exemplo O resuttado das vendas efeiuadas por 3 vendedores de uma ínS 
dústria durante certo período é dado & seguir. Deseia-se saber, 32 
nível de 5%, se há diferenpa de eficíéncca entre os vendedores. 


Venáetfones 

A 

B 

C 

29 

27 

30 

27 

27 

30 

31 

30 

31 

29 

28 

27 

32 


29 

30 




Solupáo. S&tn aferar os resultados : pode-se subtrsir uma constante, digamo?- 
28. a todos os valores, sihnplificando dessa maneira os cáJculos. 


ZS2 
















Assfm: 


V&odedores 



2?)C = 4p' = 19-27 

3 ^ 

3-) X X *f = íS * H) 2 + 3 2 4- ... + f-1) £ + 1 a = 57 

jV i / = 1 


57 - 19.27 = 37 r 73 




* 

f 'N 

2“ 


n r 



z ** 



/=1 J 






<iPi a + ip) 2 + fJi 2 

6 4 5 


19,27 - 7,20 


5 S ) Q r = Q¡ - Q ff - Q r = 37,73 - 7,20 - 30,53 


6-) QAV 


2ÍÍ3 























Fonte tie 
Variagáo 

Soma de 
Quadrad&s 

G,L. 

Qüsdmdos 

Médios 

fBStB 

F 

Ertre os 
Tratamentos 

Q t ,~ T20 

K-1 

3-1-2 

S| - £ = 3,6 

c ^.6 . + 4«.| 

P C3Í - 2,54 " 1 

Restdijai 

O r - 30.53 

0 - K 

15-3 = 12 

s 2 - 30h53 2 54 

12 


Tatal 

□ f = 37.73 

n- 1 

15- 1 = 14 





B-J Como M2 < F rab - 3,89,. aceiía-se H Qt concJuindo-se com 

nível úe 5% que náo há diferen^a entrs os vendedores. Isto é, aceí- 
ta-se Hq- p^ Ar — f.i £ g|, = 


11.4 CLASSIFICACÁO DE DOIS CRHÉRIOS 
OU EXPERIMENTO DE DOIS FATORES 

Admitom-se dois fatores (variáveís independentés). A variávei de estudo 
(variável depenciente) é observada em c-ada cela. combmacá.o dos uatamentoa 
do fator t. e dos blocos do fator 2 Tsm-se uma tabeia de "K n colunas e 'L' 
línhas, Ou seja, K L = n observacóes. 






























Primefro criterio (cóhinas) - tratamentos 


Segundo 


X 2\ 

... 


critério 




(linhas) 

x \z 

*22 

■ \ m 

X K2 

Slocos 

* 

i 


* 


• 

% 

mÍH 

X KL 


Considere um experinnento de rtatureza agrícola consistindo no exame das 
saíras por are de 3 variedades de soja, em que cada variedade é piantada em 
4 lotes diferentes de terra. Tem-se um toíai de (3) (4) = 12 lotes. Em tal caso 
é conveniente combmar os lotes em blocos. digamos 3 lotes constituindD um 
bloco. com uma variedade dlstinta de so}a pianiada cm cada lote do bioco. 
Sáo, entáo, necsssários 4 blocos. Nesie caso, há duas classlficagóes ou ia* 
tores. püis pode haver diferenpa na prociugáo por are devios: ao lipo de soja; 
ou ao particular bloco considerado. 

Dencta-se por x- a média de uma coíuna i qualquer. por a média de 
uma linha j qualquer e por X a média qerai: 


L 


K 


K L 

1 y 

*. = i ¿ *'j 


*r x £ *i 


x = - £ X *v 

/=1 


1 


1 /- t 


Assrrn, como no caso da ciassincagéo única, admite-se que todas as 
amostras provenham de popuSagdes normais cpm a mesma variáncia: 

Para a comparagáo das médias entre colunas ftratamerTtos) a tiipótese 
nula será HJ: u ; p para qualquer i = i, 2,.... K será testada contra a hipótese 

alternativa Hf. u, * p. 

Analogarnente, para a comparacao das médias entre ünhas (blocos), a 
hipótese que será cdlocada á prova será - p para qualquer j = 1, 2, .... L 

enquanto : py ¿ u, 


26S 
























11.4*1 Estimadores da Variáncia Comum a 2 


Pode-se estímar a varíáricia de o 2 de 4 íormas diferemes A estimatr* 
totai Sf t a esíimativa entre Jínhas, Sf, a estímativa enire coJunas S§. - 

estimativa residuaE, Sf. Assim: 


1 fi ) Estimstiua total: Sf 


sf- 


K L 

S 2 [X; 

í-1 j-1 


■ Í) 


V\5 




t 


Q? 


fT — 1 n - 1 

O numerador { Q t ) representa a variacáo íota’. Por ouLro lado sabe-se qt 


íem dístribui^áo x 2 com (n - 1) g r. A fórmuía prática da variagáo totaJ 
rr 


dada por: 


K 

L 

o,= I 

2 4-o 

/=1 

/= i '' 


r* 

2 2 *„ 

t ! I 1 

2 

n 


2 B ) Esfimativa entre colunas: Sq 


K 


S§ - L 


2 (X, - x) : 

f=1 

K - 1 


W EC 
K - 1 


O numerador (O ec ) í-epresenta ñ varia^ao entre colunas, Demonstra-se 




EC 


que —y |9m distribuigáo yf com (K -1) g -f. A formula prática para o cálcolo 
de O eC é dada por; 


K 


a EG ~ L 

U T 




2 4 


\ 2 


- c 


2ññ 























3 e ) Estimativa entre linhas: S[ 


Sf = K 


L 

S (Xf ~ X ) 2 

_ 

L- 1 


Qfi 

L - 1 


A variac¿o enire colunas é dada pelo nuHneradorcla expressáo. Da mesnna 
Q f¡ 

maneira, ““ terrr dístribuioao y 2 com (L - 1) g ■ /. A lórmula prática para seu 
£r 

cálculo é dsda por: 






4 S ) Estimattva msidual: Sf 


sf- 


K l 

X X - J?) - (Xj - m 

i- 1 t “_ 

(K- 1) {L - i)" 


ou 


K i 


Sí 


Z li (x„ - 5 - X, + *) 2 

/=i ‘ __ _ _ 

(K- ')!t - 1) 


(K- 


a f 

l'Hí- 


- D 


o. 


A variaQáo residual é dada pelo numerador e também nesle caso - £ tem 


o 1 


distribuipáo y} com {K - 1) [L - 1) graus de líberdade. A avaliagáo de O r é 
obtida por diferenpa. }á que tambérn nesté caso é válida a iguaEdade: 



2S7 

























Assím: 


°r ‘ “ ®Eí 


Conven’í oi^seivar lambém nesie caso que S£; Sf seráo estimadores jus- 
los se íanto como forem verdadGiras. ao páSso que Sf será um esti- 
madcr |usto sob quaisquer hípoteses sobre o compgrtamenío das médlas 

Por outro Jaüo. nota-se que, se 


°¡ = ^EC 4 °EL +■ Q 


entao 


5 ^-i ■ a ^Li + °^-i + °% 


«-iKi. I'i 


ou. ainda. 



Piota-se que a soma üos graus de líb&rdade dos qul-quadrados do segun- 
dc membro é igual ao número de g $ do qu¡-quadrado particionado, isto é, 

n — t = {K - 1) -h (1 - 1} + — IhL - 1) 

n -1 - 1 + L - 1 + KL - K - L + 1 

íT —■ 1 = KL — 1 

Lembre-sa de que KL = n. Lqgo: 



sáo qui-quatírados íncfependemes. e. dessa maneira, pode-se tgstar a fguaEda- 
de das médias segundó as colunas e/ou linhas rnedíante o cálculo de 


para colunas: 



para iinhas: 













Deve-se. também. saltentar que o fato de H¡¡ náo ser verdadeira. náo 
impede que se teste e více-versa. O quadro da análise da variáncia a 
seguir resume ambos os testós. 


QAV 


Fonte de 
Varia$io 

Soms dos 
Quadrados 

G.L. 

Quadratíos 

Métíios 

Toste 

F 

Entre 

cotunas 

&EC ~ Z 
/ 


( 

1 *! 

Lt ¡ 

£ - 

-c 

K- 1 

s z °ec 
~ K - f 

F c , s c 

■C5l 

~- L 
r caJ £2 

— 

L J 

En:re 

linhas 



/ > 

X *j 

2 - 

-C 

t-1 

S 2 °a 

^ L - 1 


fí J 

Residual 

Qf - °i " ®EC ®£L 

(K - 1) {í. - 1) 

í;2_ 

f í K— 1)(í. — l'i 

Total 

o f = I X *f- c 

i i 

rr — 1 



Regra dé decisáo: Fixando ceno nívei de sagniücáncia a, ism-se: 

1 . Se Fgi ^ F[(K — 1 y,(K - 1 )(L - l)] t entSo, ac&ita-se 
H c ; p r - ¡lí para quaiquér ¡ - 1, 2. .... K, e conclui-se com 
risco a. quo o fator 1 (tratamentos) náo causa efeito na variável 
deperrdente. Por outro Jado, se > F T3br rejeita-se H (y con- 
ctuindo-se peta diferenqa das mádias das coiunas e conse- 
qüente iníiuéncia do fator Sübre a variáve] analisada. 

2. Se & f{t¡L - 1); (K - 1 )(L - 1)1* erstáo T aceita-se 

\ij = p. para quaiquer j -- 1,2. .., P L, e conclui-se com risco 
a que o fator 2 {blocos) náo causa sfeito na variável üepen- 
dente. Por outro lado. se F c L a] > F m , rejeiia'Se H ü , conclurn- 
do-se peia diferenca das médias das llnhas e conseqüente 
intluencia do fator scbra a variável em estudo. 


26 S 













































Enconifam-se, a seguir. os pfancipais passos para a efeíivag&o do tesu 

1. Dispor os eiemeñtqs ségundo a labaía que segue Obtendo as somas 
coiunas & Jinhas r hem comci suas respsctivas méd¡as: 



2, Avaüa-se a constante 



Lemhre-se de que n = KL 
3, Calcala-sa a vadagáo tota- 


K 

L 

,P 

n 

M 

I *l-c 

1 = 1 

M 


4. Deíermma-se a variacáo entre coSunas 







































5. Avalia-se a variacáo entre linhas 


Q EL - X 

f ’s 

2 *s 

i > 

2 1 

- c 

1 l 

K J 


6 Obtém-se a variacáo residuaj por díferenga 


Q r - Q t - Ü EV - 


7. Gonstrói-se o quadro de análise da variáncia, avaliando-se @ F^, 

8. Determina-se a RC e a RA por rrieio da íabela F. 



9. EíeíuaiTVse as concíusóes peía comparagao dos rsspectivos vaiores doa 
F caícuiados e tabelados,. 


Exemplo: Em uma expehéncia agricoía. foram usados cinco diferenies ferti- 
ii^antes erri duas varfedades de trigo A produgáo está indicada a 
segurr. Venficar ao nivel de 5% se: a} há diterenga na produgáo 
devido ao fertifizaníe: b) há diferenga na safra devído á varredade 
do írjgo. 


Fsrtilizante 

A 

B 

C 

D 

£ 

Variedade 1 

54 

38 

46 

50 

44 

Vanedade 2 

57 

42 

45 

53 

50 
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Solucáo: Goosíderando-se o laior 1 como o tipo de Fertsiizaníe e o íator 

co mo \/ariedade de trigo, consfrói-se a tabeia. sobtraindo 45 
íodos os vaJores obsen/adDs. Assim: 


fj/ Faror 1 

(j) Faior 2 

4 

S 

C 

0 

F 

I 

1 

9 

-7 

1 

5 

-1 

7 

2 

12 

-0 

0 

3 

5 

22 

V 

riu 

21 

-10 

1 

13 

4 

29 


5 2 


2. C - ' 


X X 

K - t L -1 


x v 


J i 29) 2 


1Q 


10 


64.1 


5 a 


3. o, = X X 4-C 


K- T l- 1 


- 9 2 + 1 Z 2 + C-7) s + ... -r 5 2 - 84.1 = 314.9 


4. Oj 


EC 


= X 


í-1 




X** 

L 1 


- c 


= f^ HS 2 + m* + í|í 2 . m z _ 84 ,,. 2%4 


5. Ob = X 




l-f 

M 


- c 


= ( M + ’-j^- 84.1 = 22.5 

°r = Q f *" Q e> ” g el 

O r - 314,9 - 379,4 - £2,5 - 13 
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7 , 


QAV 


Fonie de 
varíacáo 

Sonriíi dos 
quadrados 

G.L. 

Quadrados 

médios 

T&ste 

F 

Entre 

colunas 

273,4 

4 

69,85 

£al 3.25 

Entre 

Imhas 

22.5 

1 

22.5 

^ - a.25 " 

Restdual 

13 

4 

3,25 

Total 

31 ¿1.5 

9 




8. RC e RA 



9. Gonciusáo: Para o prsmeira fator H tedifeame. tem-se que 

F^i • 21,49 5 = 6,39; portanío. rejefta-se p r - p; i- 1,2.5, con- 

cluincfo-se que o tfpo de fertil¡zame tem influencia na produgáo de trígo. 

Para o segundg fator,- variedade de trigo, tem-se que 6.92 < 7 r 7i; 

portanío. ace¡ía-se H Q : = p; / _ i r 2. conclusndo-se que a variedade de íri’ 

go náo altera a produgáo. 


11.5 EXPERIH/IENTO DE DOIS FATORES COM REPETIQÁO 

Nesse caso fiaverá mais ce urn valor correapQndendo a urm tratamento e 
Lm btoco. Adrnjíe-se que haja R valores para cada posigáo. Tem-se Kcolunas 
Katamentos): L finhas (bfocos) e R observagdes oara cada ínteragao Assim, 
r ~ KLR. sendo o elementc correspondente á coluna de ordem i r á Ifrrha / 

• á repeiiqáo de ordem sendü #=1,2, K: j = 1,2, L. f = 1 P 2. R 
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Corno anterfomiente, a vanaijáo !otal O f pode decompor-se enrr var¡aí?ác 
devido ás colunas 0 EC ; varíaQáo devido ás línhas: Q^; variacáo devido á 
¡nteraeáo: e variacáo residual: Q^; assim: 


O t = 0 5C - Q El + Q/ ’i Q, r 


onde: 

a) variaQáo leíal 




em que 



b} vafiaqáo entre íratamento 


Q cc = I I If*r = ñí - £ (S, - Jí' 2 
i j * i 


Oü 
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c) vanagáo enire blocos 


ou 


ou 



e) variacao devido a interacáo 



ou 

























Fraíicamenie, seu valor será obtitío poc diferenc^. 


Q, Qf ~ _ Qbl ~ °r 


Usando o i'.umero apropáado dle graus de liberdade para cada fonte de 
variápao, Dode-se montar o quadro de análise ds variáncia. 


QAV 


Fonte de 
varíacáo 

Soma dos 
qusdraúos 

G.L 

Quadrados médios 

Toste F 

Entre 

coiurtas 

®EC 

K- t 


nC _ ^ 

caí §2 

Enlro 

irnhas 

®EL 

L- 1 

cií _ °ti 

S L L _ , 

Devido á 
Inieracáo 


(t-i) (K-n 

’ (K - Dr¿ - 1) 

pL _ S L 
r cai gZ 

Residüal 


Uí(fl~ n 

S2- * 

r LK{R - 11 

. sf 

ToteJ 


n - 1 = KLR - 1 

s*= Q '. 

L____ 

pf 1 

s? 


Os F | da última colurra podem ser usados para tastar as hipóteses nuEas, 
Todas as rnédlas de tratamento (colunaa) sáo íguais: 

: Todas as medias de t>locos (linhas) sáo iguais. 

H¡ j: Wáo há interápoes entre íratamentos e blocos. 

Eis □ procedimentc para se testarem essas tres hlpdteses: 

1 l Dtspor os dados da marseíra exposta na tabe!a séguinte, Obter a$ somas 
das ceias r das linhas e das oolunas. 
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2. Avaliar a conslanté 

1 • v.c >- 



bem como a variagao total 



3. Calcuiar a vgriaQáo emrs tratam&ntos (colunas): 


q ec ~ 


K 

i 

u i 


t \z 

11 •% 

( * 

RK 


- C 


4. Determmar a variagao entra bEocos (iinhas): 








































5. Determirsar a variacáo resid .íBt: 




/ 1 

2 - 

Gr = I I I 4 - I I 


l * J 


f / 1 f / 


R 



6, Avaliar a varíapáo devido á imera£áo 


- O f - C? £C - Q bl - 


7. Fixado um nive! ül de sjgniíicáncja, deisrminar es régioes Gntlca e d 
aceLtagáo para cada tesíe. 




8. Construír o Q.A.V. 

9. Fazer a conclusáo. comparando o$ respectivos F > com as regioes crftea 
e de aceitagáo. 

Exemplo: As compras de chá-mate de 18 lamilias estáo dadas a saguir 
Cada íamflia esía classificada segundo a cidadé em que reside e 
o rtúmerc de vezes que foi exposta á propaganda do chá noíidada 
peia TV. Para se conhecer a evoiugáo do efeíto da propaganda H 
deseja'Se saber ao nivel de 5%: 

aj se há afguma relagáo entre propaganda noticiada e consumc 
do prcduio: 

b} se há alguma diferenga signiFicativa para o consumo entre as d- 
dades; 

c) se há alguFTra reíagáo entre propaganda noticiaoa e as cida- 
des. 
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Cidades 

Número de vezes de co¡ace$áo dz i propaganda 

de 1 a 5 

de 6 a 10 

vezes 

mais de 

10 vezes 

A 

19 27 

1:3 

20 

30 

13 

B 

16 26 

27 

19 

25 

32 

e 

24 21 

19 

31 

25 

30 


Solu^ao: 

1. Subtraindo-se a todos os valorss a constante 25. obteremos a tabela: 


Fator 

1 

Fator 

2 


I 


I 


I 

I 




-7 -S 

-12 

5 -7 


-ie 

-7 1 

-6 

2 -6 

-4 

0 7 

7 

-3 

-1 -4 

-5 

-6 6 

0 

0 5 

5 

0 

I 


—15 


-16 


10 

-21 


2, C = 


(322 

III V 

i- i r^-i 
n - KLR 


( -? 1)2 -24 5 
18 ¿4,:> 


3 3 2 


a 


I I I 4 -c 


Í=1 ;= 1 t = 1 


- {-G) 2 + (2) 2 + {—7) 2 + <1) 2 + ... + (0) ' 4 + (5) K — 24,5 ~ 4l6 r 5 


2^ 2 


3. 





f 

3 

2 

2 - 


I 

X 



U =1 

' =1 J 




HL 




(-15) 2 t-16)^ __ rm) 2 

6 6 + 6 


24,5 


72,33 
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f y 

2" 



3 2 


3 


I £$ 


I 


vM f-i 


/-t 



- 


- c 


6 6 6 


5. O r = 


3 3 3 3 3 

III 4 -H 

í-i j*=\ c 1 í=i 


2 

I x a 


\2 


f/ 

r - - ; 

R 


= (-6) 5 + {g) a + í- 71 2 + -l- (5} 2 - 


ij^) 2 [^6> 2 

2 2 


1-5) 2 , 


í5} h 


¿ ' + " 2 "" + *" + 2 


283,5 


6; Q r - Q f - Qjgf O el Q f 

Q¡ = 416,5 - 72,33 - 31 - 283,5 - 29,67 

7. Com o auxííio da tabela F, deíerfiirnam-se as regióes crrlica e de aceií 

fáo. 



ÍSO 


























s. 


QAV 


Fonte de 
variagáo 

Soma dos 
quadrados 

G r L- 

Quadrados 

médios 

Teste 

F 

Entre 

cütunss 

72.33 

2 

36 r 17 

pC _ 35:17 _ r 15 

^ 31,5 1,15 

f L . _ 1o 5 _ 0 49 

31 r 5 1 

, 7 4? 

F ñ 24 

cal 31 r 5 

Entro 

iinnas 

31 

2 

15.5 

Devidu k 
interagáo 

29,67 

4 

7,42 

Residuai 

233,5 

9 

31,5 

Total 

410 r 5 

17 



9 Conclusao: 

a) Oorro Fg, < F tatl , aceita-se H 0 , conclu’ndo-se com risco de 5% que 
náo há reiagáo entre propaganda notioiada e consumo de chá. 

b) Como Fj a | < F tatjl aceitar-se H D+ conduindo-se com 
nao há difererrg-a para o consumo entre cidades, 

c} Como < F tab „ aceita-se H 0 , conduindo-se com 
nao ha relagáo entre propaganda e ddades. 

11.6 TESTE DE SCHEFFÉ 

O método de análise de variáncia tndica a acertacáo ou rejeiqáo da Jiipó 
rese de iguaidade das médias. 3e H 0 For rejeitada, pelo menos uma das médias 
é diferente das demais. Surge. contudo. a questáo; Quais médias devem ser 
consideradas dilerentes? 

Existem alguns testes para g solugáo dessa questáo, apresentaremos um 
deles: □ teste de Scheffé. 

Segundo esse procedimento. devem ser cansideradas tíistintas entre sí, 
ao nível' de signlficánoia atíotado, as médras [i A e p e ía¡s que: 

1. Para o caso do modeio de ciassíficagáo única: 



Éj - X B 1 11 

' 1 1 Fafi [K - 1); (n - #0] 

l J 
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rieco de 5% que 
ri$CG de 5% que 




































2. Para ú csso de düas classifÉca^oes: 


para as cclunas: 


para as ftnhas: 



3 Para o caso de duas cla&siíjcaQoss com repeiícao: 


para as coiunas: 


Pfi- m > 


\ s a2í/f-lí F a ltK-nKüR-r)} 
v r RL 


para as tinhas: 





/ 20— 1) F u [lL- 1); KL\ f? — 1 >] 

f RK 


Exetnplo: Vamos descodrir os pares de médias cíiferentes pars o exemplo 
de dassrficagáo dupia vísto anterformeoíe Naquele caso. o pri- 
meiro fator - fertHizante - tsm influenda na produgáo de mgo. 

Relembmndo: 


FértffizantB 

A 

e 

C 

D 

E 

Variedade i 

54 

36 

46 

50 

44 

Varieítade 2 

57 

42 

45 

53 

50 

X 

111 

60 

91 

toa 

94 

M&úas das cotunas *. 

55,5 

40 

45,5 

51 3 

47 

























\X A - X B \ = |55,5 -40|= 15,5 

| X A - X c \ = 155.5 - 45.5| = 10 

\X A - X D | |55.5 - 51,5 í 4 

\X A - X £ | = ¡55.5 - 47 [ = 8,5 

1*0 - * c | = |40 - 45,5 ! = 5,5 


1*0 - * 0 | = 140 - 51,5 | = 11.5 
\X a - X F | = |40 - 47 | = 7 

l*C “ = l 45 '5 - 51.5 | = 6 

l*C - *eI = l 45 > 5 - 4 ?1 = 1,5 

|* D - *0¡ = [51,5 — 47 | = 4.5 


Entáo: 


A = 


V s? 4, 


[(X—1); (K'-l l(í.-l)] 


A = 


V* 


25 ,2tf4) F s% [(5-1); (5 -11(2-1)] = V 3,25 ¡4) 6,39 


A = 9,11 


CDmparsndo-se as dilarengas das médias com o valcr de A = 9,11, conclur-se 
qne os pares de médias¡p y; ; {\i A ; p c i; (j.t e ; sáo diferentes. 


11.7 PLANEJAMENTO EXPERIMENTAL 

Expsrimentos pgdam ser defirtidos comd: ''esiirdos cuja jrnplementacáo 
envolve a intervencáo do investigador aiém daquela nscessária á soa medigáo", 

O planejam&nto experimental consisíe na escolha do$ íatores, deter- 
minagáo do grupe de controíe, escoíha do modeio a ser usado, e, fundamen- 
tafmente, o pianejamento dos cuídacfos e detafhes que devem ser observados 
para minrmizar os eíeitos de o.utras fontes de variagáo (outras variáveis) que 
náo estáo sendo conssderadas m estudo. 

A Anárise da VariáncÉa é 7 particularmente, utífíssíma para o tratamento de 
dados oriundos de pfanejamentos experimentais. É tamb&m ütiíizada nos 
planejamentos de estudos observacionais. onde o '■nyestigador apenas observa 
e rneda o fenomeno estudado. 
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EXERCICIOS - SÉRIE I - CAPÍTULO 11 

1 Quatro analistas ctetárminaram o rendimenta de dado processo. obtem 


Anatlst&s 


1 

2 

3 

4 

£6 

17 

36 

20 

27 

20 

33 

ia 

24 

22 

31 

17 

25 

21 

29 

22 

£9 



21 

28 



23 


Determine: a) as fríédías para qü tíifereníes anafistas; 

b) a rnédia toíal; 

c) a varracáo total; 

d) s variacáo entre tratamentos; 

ej a variacáo dentro dos tratamentGS (residuai); 

f) se há dfferenga entre as médias, adoíe a = 5%: 

0) 53 possivel, ideníifique os pores de médfas diíerentes. usando 
□ teste de Schetfé- 

2. Uma companhia doseja testar quatro íipos diíerentes de valvulos A, B, C 
D. As vidas médias em horas corsstam da tobeta que segue, em que caí 
típo foÉ testado ateatoriamente em seis apareihos idénticos Teste se ha 
dtferefigra signüicativa entre as vátvutas. ao nivel de 5%. 


A 

53 

53 

53 

60 

51 

55 

B 

52 

60 

52 

50 

50 

54 

C 

51 

57 

55 

53 

54 

50 

D 

49 

54 

52 

50 

53 

51 


2BA 


























3- Sáo feitas cinco mistirras ds mesma liga metáüca e para cada mistufa 
seria efetuadas seis deférminagóes da densÉdadc. Os resultados sáo: 


Dc-nsfdades 

Misíura A 

3,6 

3,5 

3.7 

3,1 

3,1 

3,2 

Mrstura, B 

3.3 

3,5 

3.4 

3.2 

3,4 

3.4 

Mistura C 

3,5 

3,3 

3.4 

3,4 

3,3 

3,2 

Mistura 0 

3,5 

3.4 

3.0 

3,3 

3,3 

3.8 

Mistura E 

37 

3,4 

3£ 

3,5 

3,5 

3.4 


Há evtóéncta de que certas misturas tenham denssda.de médsa maior do 
que outra? o¡ = 5%. 

4. Os dados a seguir represertam. em segundos, o tempo gasto por cmco 
operários para reaiizar certa tarefa. uaando trés máquinas d'iferentes. 
Considerando a = 5%, verifique se há diferengas entre as máquinas e 
entfe os operários. 


Opcrarios 

Méqufnss 

A 

B 

C 

1 

40 

59 

42 

2 

39 

55 

51 

3 

47 

55 

45 

4 

45 

50 

40 

5 

52 

52 

41 


5. Plantann-se quatro tipos diferentes tíe sementes de café em cinco blccos. 
Cada bloco é dividido em quatro íotes, pelos quais se distribuem, entáo T 
aieatoriamente, os quairo íipos de sementes. Ao nível de significancia de 
0,05. teste se a produgáo, indicada na tabeía. varia significativamente: 

a) devido ao suío {isto é, os cinco blocos); 

b) devidc a variedade dc café. 


Tipcs de cafe 



1 

// 

W 

tv 


A 

15 

3 

10 

14 


B 

19 

15 

12 

11 

Bsocqs 

C 

18 

14 

15 

12 


D 

Í6 

11 

12 

16 


E 

17 

16 

11 

14 
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6 A seguir estao anotadas as quantidade vendidas tie cerio artigo, consi 
¡ando-se trés precos dé vénda e frés tipos de dist'ributdores; 


Pr&cos 

üismbutdores 

54 

J* 

II 

P 3 *44 

Farmácias 

78-76 

74 - 77 

10S-1O6 

110 - 104 

124 - 122 

123 125 

Drogarias 

70- 78 

80- 77 

108 110 

111 - 107 

125 - 125 

122 - 128 

Outros 

80-78 

79 - 81 

HO - 100 

108 - 111 

123 - 130 

126 - 129 


a) Testar se a distribuigáG iníerfere nas quantidades vendidas; 

b) testar se o preco ínterfere nas quantidadtís vendidas; 

c) testar o eteito da ínteragáo. 

ObSBrvsgéw. Adote u - 5% para os trés testes. 

7. Trés técn icos fazem trés deiemiinagóes de dureza eni cada um da quatro 
biocos de cerrc metai. Ao nlvel de 5% detemnine se 

a) as durezas mád?as cfos biocos sáo consiantes.; 

b) as determinagOes dos técnácos sáo iguais; 

c) ha aiguma interagáo enire técnieos e bíocos. 


Bíocds 


Técnicos 


2 

3 

4 

X 

516 

513 

5T4 

517 

513 

513 

512 

503 

511 

500 

505 

506 

Y 

529 

517 

519 

513 

5=0 

511 

509 

512 

513 

508 

508 

505 

m 

518 

520 

518 

517 

515 

5T6 

506 

50S 

509 

507 

506 

506 


8. Um expenmentc íoi executado por sets máqumas e dez operários, de 
modo qua cada operário use cada máquma apenas urna vez. Ccmptete o 
quadro a seguir e fapa as oonclusóes ao nível de 5%. 


Fonte de vartecáa 

Scma dos quadrados 

G.L 

Quodrados medios 

T&sto F 

Eníre máquinas 

904 




Entre operáríos 

2.334 




Residuo 





Toral 

5.332 





9. Apiique a regra do Seheffé para descobrtr as médias cíiteronscs, conside- 
rando os dadcs do Exereieíc 7. 


2Éo 























































Respostas 
dos Exercícios 


n 


SÉRIE I - CAPÍTULO 1 

1. a} S- 1C, 2C.3C, 4C, SC, 6C, 1 K, 2K, 3K, 4K, SK, BK\ 

b) A = K2, KA, íf6 ¡ 

B = C1,C3,C5 

C = 3C, 5C.2K.6K\ 

c) I) B = 2 C, 4C, 6C, 1 K, 2 K 3 K, 4 K. 5 K. 6K¡ 

I!) A\J B - \ KZ Í<4,/(6.C1,C3.C5| 

III) 0 n C = i 3C¡ 

IV) A U B j K\, K3, K5, C2, C4, C6| 

d) A e B sáo mutuamente excíusivos 


z.. 

a) 

1 

2 

b) 

3 

4 

c) 

0 

d) 

3 V 

4 e) 

1 

3. 

aj 

7 

12 

b) 

3 

4 

c) 

5 

12 




4 r 

a) 

1 

2 

b) 

1 

13 

C) 

7 

8 

d) 

2^ -1 

2 n 

8) 

5. 

a) 

1 

i 

b) 

1 

10 

c) 

3 

fo 

d) 

0,24 


6. 

4 









13 











M 


_ 13 

102 
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7 - a) 4 


8 . 


45 


7 

9. a) - 
} B 


10. a) ; 

11. a) 

12 -- 
22 


3 

•j+- 

8 

4 
33 


b) 


b) 


b> ; 


b) 


1 

9 


5 

8 

7 

8 
5 
11 


13, 


($)(&)(£) 

II 


c) 


C) 

G) 

C) 


12 


3 

4 

91 

120 

31 

33 
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SÉRIE I ~ CAPÍTULO 7 

1. a) n = 33 
4. n - 400 

9- ,h '' “ Cu'Tiparando- se os resuítados de 4 e 5 verifica-se que uma popuJagáo 
dc 200.000 dá apFD.xímadarnonte o resuftado de uma popuSaqáo inffnita. 
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SÉRIE t - CAPITULO 8 


1 O intervato [4.31 ; 5,59] coniém a média populscional com 90% de conlianga: 

O iniervalo [4 f 73 * 5,67] contém a media popuiacional com 95% c!e eonfianga; 

O intervalo [4,50 ; 5,62] contém a rrféoüa popuíaciona) com 99% de contianga, 

2 O intervalo [25 r 76 23-00] coniérn a médía populacbnal com 95% de con- 

fiartgé; 

O (ntervaJo [25,94 ; 27,32] comém a média pcpulacional com 90% 6e con- 
fianca. 

3. O Inlervalo [172,06 cm; I77 r 34 cm] caniém a verdadelra altura média dos 
alunos com 95% de confianpa. 

4. O intervaJo [104,2 . 115,8] contém a média populacfonaJ com 90% ae con- 
fianpa; 

O sntervalo [102.04 ; 11?.16j contérn a média poputaoonal com 95% de 
confianca. 

5. O intervato [9,164; 12,586] contem a média populacional com 97.5% de 
confianga; 

O intervafo [9.993; 11,757] conrém a médsa popuiacional com 75% de con* 
'fianca. 

6. Saiisfas, pois o intervaJo [238,33 kg . 304,93 kg] contém a média da papu- 
lapaa com 95% de confsanéa. 

7. a) x = 13 t 13 £ 2,05 

b) O intervaJo [12,60 ; 13,66] coniém a méoia popuJacional com 95% de 
confianga, 

8 Os Irmíies de confianpa para a média sáo: [26,33 seg j 32.02 segj com 90%. 

9. a) O intervalo [7,26: 13.53] contém a média populaoionat com 95% de 
confianga: 

b) O intervab [22.00 ; 24.55] contém a mádia popuEacional com 35% de 
confianga; 

c) O intervalo [7,93 ; 12,67] contém a msdia populadonal com 95% de 
confianga. 

10, a) O intervatc [0,32.3,13] contém a variáncia populacional com 90% de 

conflanga; 

b) O Fntervalo [2,25.3,13] coníém a variáncia popufacionai com 90% ds 
confranga. 

11, Os limites de contianga a 80% para a variánda sáo [1,38 ; 4.86}. 
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8. Comc 7 ¿| = 5,57, náo se pode rejeítar a hfpóiese ds que a vgriáncFa popu- 
lacíorral é 4, ao nível de 1%. 

9. Como | = 0.89, náo se pode rejeitaf a hipótese óe que a propor^áo de 
eleitores dernocratas é 50%, ao nível de 5%. 

10. a} Gomo ,33, náo se pode rejeitar. ao nível Óe 4% r a hipótese de 

que a praport^áo tíe fumames seja de 30%. 

h) Gomo 4,1 = 2 ,75. rejeiía-se H^, conclirintía-se. com risco de 2% r que 
a proporqáo dos que fumam cfgarros com jiltro é diferente de 70% r 

c) Como Z cal = 4,05. rejeita-se concluindo-se. com riscM de 1%, que 
a propor^áo de fumanies femininas é diferente de 40% 

11. Como Z c p| = 2, rejeita-se H r _. (p = 0.50), conciuindo-se ao nrvel óe 5% que a 
moeda náo é honesta. 

12. Como Z cai = 4,47, rejeíta-se H & , concluinriose, cíjm risco de 4%, que a 
proporpáo é diferante de 0 r 5. 

13. Como *= 0,85. náo se pode rejeitar a hipótese de que a proporpáo de 
reprovados seja 40%, ao nivei cíe 5%, 

14. Como F^, = i ,46, náo se pode rejeiíar, ao nlvel de 10%. a hípótese de que 
as variáncias sáo iguais. 

16- Como _ 0,347, náo se pode rejeitaq ao nive] de 10%, a hipótese de que 
as vartándas sáo iguaís. 

17. Como Z c .. ; = 1.29, náo se pcde rejeitar a hipótese de igualdade das médias r 
ao nivei de 4%. 

18. Como f ea | = i.i náo se pode rejeitar a hipótese de igualdade das métíias, 
ao nfvel de 5%, 

20. Como - 0.35. náo se pode rejeitar a hipótese de que a tíiferenga vaiha 
$ 5,000,00, at> nivel de 10%. 

21. Como Z^ - — 1,67, náo se pode rejeitar a hipétese de iguaidada entre as 
proporgóes ao nível de 5%, 

22. Como Z M | - - 10 , rejeita-se H 0 , condurndo-se, com risco de 5%, que os dois 
prooessos sao díferentes. 

23. Como Z c -, - - 2,86, rejeiía-se H Q . condulndo-se, com risco de 10%,, que as 
proporóóes sáo difereníes 
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SÉRfE J - CAPÍTULG 10 

1 Como = 2. náo se pode rejeitar a hipóíese de honestidade da moeda 
ao níveJ cíe 10%. 

2. Como pode rejeitar a hrpótese de honestidade do dado 

ao$ níveis de 5% e 2,5%. 

3. Como x§af = 0.56, náo se pode rejeitar a hípótese de honesíidade dos dados 
ao nivel de 1%. 

4. Como r = 19i2B t r&jeita-se H 0 , concluindo-se, ao rrível de 5%, que 
os números náo sáo aleatórios. 

5 “ CoiTI0 xLf “ 15,92, rejerta-se a hípótese de que as dístribuigóes sejam 
iguais r ao nívef de 2,5%. 

6, Conio x|ai = 7,296, náo se poóe rejeitar a hipótese de que o nümero de 
fivros emoresrados inóepende do dia da semana. ao nivel de 1%. 


SÉRIE If * CAPÍTULO 1Q 

1. Como xlai = 6 -1L náo se pode rejeátar a hipótese de que as variáveis seíam 
irrdependentes, ao níveí de 5%, 

2. Como - 1,52, náo sa pode rejeiEar a hipóiese de haver homogeneidade 
aos níveis de 5% e í%, 

3. c - 0 r 04 - 4%. 

4 - Cam ° xigI = 5,81, rsáo se pode rejeitar a hipótese de independénda entre 
as variáveis, ao nrvel de 1%. 

5. Corno x|n - 16,83, rejeita-se concluindo-se, com risco de 5% r que há 
dependéncia entre as opinióes sobre a pena de morte e os partidos. 

SÉRIE III - CAPÍTULO 10 

1. aj (Sinais) Como Z cal = - 0,75, náo se pode rejeitar a hipótese de que 
náo houve díferenqa dos pesos, ao nivei de 2,5%, 

a) (Wilcoxon) Como Z^, t= - 3,12, rejeita-se H Qr concluindo-se, ao nfvei 
de 2 f 5%, que houve diterenga. 

b) (Sinais) Como - -1 ,04 f náo se pode refeitar a hípótese dé que 
náo há diferenga de consumo, ao nivel de 2,5%. 

b) (Wilcoiton) Como Z ca| = - 1 r 0, náo se pode rejeitar a hipótese de que 
náo há diferenga de oonsumo, ao nivel de 2 r 5%. 
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2. Gomo = 0,43. náo se pode rejettar a hipót^se de igualdade 
médias ao nívet de 1%. 

3. Coma x? a ? = ÜZ3, náó se pode rejeEtar a hípótese de igualdade di 
medianas ao níve! de 1%. As condusóes sóo as mesmas. 

4. Cqitiü Z | - - 0.62 r náo se pode rejeiíar a hipótese de igualdade das mar 
Ae B. ad níveE de 5%. 

5. Como H = 4,30, náo se pode rejeiiar a hípótese de jgualüade das vi( 
médías das 4 marcas r ao nivel de 57*. 

6. Como H = 3,37, náo se po'de rejeilar a hipóte.se de igualdade entr^ 
vendas dos tres shoppings ao nívei de 2 r 5%, 

SÉRÍE I - CAPÍTULO 11 


x 2 = 20 


1 . 3 ) X-j = 26,50 

b) x • 24.45 

c) 542,95 

d) 457.37 

e) 35.08 

f) Há diferenga. 

g) u, í m 2 ; ij, * n 3 ; n* ^ 

Uj f ¡1 3 ; fi 3 í fi 4 


32,25 


- 28,59 


Xi = £0.17 


2. Ffg j =■ 1.92, Náo ha tíiferenca sEgnEficaiiva entre as válvulas 

3. F ca| = 1. Náo há evkténda, 

4 31 ^ 43 

fL - 0,29; só ha entre as máquinas. 

5. F^, - 5 r 83. Há diterenga devtdo á variedade tío caté. 

= 0.65. Náo hó diíerenga devidD ao solo. 

6. a) fL^! = 9 r 03. A distribuigáo interfere nas quafitidatíes. 
h) Fj^, = 1.968.54. O prego ¡nterfere nas quaníidades. 

0 F^ = 0.92. Náo ha efeito devido á intefagáo. 


7. a) Náo sáa constaníes. - 41,68 
h) Sáo iguais. F^ a , = 2.02 
c) Há interagáo: F^,= 3.76 
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s. 


*Tfcají-Op.) 4,5 
r caJ (máq.) - 3,14 

Há diferenga entre operários e entre máquinas, 

9. Pi ¿ Ml ^ t i 3'* Ml ^ P 4 - ^ 2 ^ P 2 ^ M 4 

_ __ r 

Tabela 1. Areas de üma dislribüigáo norma! padráo 

Cada casa na (abeía dá a propor^áo sob a curva 
inteira entre z - 0 e um vafor posiírvo de z r As 
áreas para os vaEores de z negaíivos sáo obtidaa 
por srmetria 



z 

0 3 00 

0,01 

0,02 

0 3 Q3 

0,04 

0 ? O5 

0,06 

0,07 

0 3 08 

0,09 

0.0 

D.DOOQ 

0,0040 

0.0080 

0.0120 

Q.D16Q 

0.0199 

0.0239 

0.0379 

0,0319 

0,0359 

0,1 

0.9390 

0,0436 

0.04/a 

0.05T7 

0,0557 

0,0596 

0.0636 

Ü.0675 

0.0714 

0,0753 

0,2 

Ó;0793 

0,0632 

Q,0ñ7i 

0,0910 

0,0948 

0,0987 

0,1020 

0, í 064 

0.1103 

0,1141 

0,3 

0.11 75 

0,1217 

0,1255 

0.T2&3 

0.133T 

0.7 368 

0,1406 

0,1443 

Q.148D 

0.1517 

0,4 

0.1554 

0,1591 

' 

DJS2ñ 

0,1664 

0,1700 

0J736 

0.1772 

0,1 E0ñ 

0,1844 

0 r 1&70 

Ó,5 

0.1915 

0.19S0 

0 1985 

Ü .2015 

0,2054 

0,2083 

0,2123 

0,2157 

D.2190 

■0,2224 

O.ñ 

Q.2257 

0,2291 

0.2324 

0,2357 

0.2339 

0.2422 

0.2454 

0,2466 

D.25T7 

■3,2549 

0,7 

0,2580 

D.261 S 

0,2642 

0.2673 

G.,2703 

D.2734 

0' ; 278*1 

0.S794 

0.2623 

0,2852 

O.S 

0,2331 

0.2910 

0.2939 

0.2967 

0.2995 

0,3023 

0,3051 

0,3078 

0.3106 

0.3183 

0,9 

0,3159 

o.SMes 

D.3212 

0,3233 

0,3264 

0,3389 

0,3315 

0,3340 

0,3365 

0,3389 

1,0 

0,3413 

0,3433 

03461 

0.3485 

0.35Ü8 

0.3581 

0,3554 

0,3577 

0,3539 

0,3621 

1,1 

0,3643 

Q.36C5 

0.36S6 

0.370S 

0,3729 

0,3749 

0.3770 

0.3790 

0.3610 

■0,3830 

1 l 2 

Ü.3349 

D.3&SÍ? 

0,3838 

0.3907 

0.3925 

0.3944 

0,3962 

0.3960 

G.3997 

0,4015 

1,3 

0.4032 

0.4049 

0.4066 

0.4032 

0.4099 

0.4TT5 

0,4131 

0.4147 

0,4162 

0,41 77 

1,4 

0.4192 

0.4207 

0.4222 

0,4386 

0,4251 

0.4265 

0.4279 

0,4292 

0,4306 

■3,4319 

T-,5 

C.4332 

0,4345 

0,4357 

0,4370 

0,4882 

0,4894 

0.4406 

0,4418 

0.4429 

0,4441 

1,6 

0.4452 

0,4463 

0,4474 

0,4464 

0.4495 

0.4505 

0.4515 

0,4525 

0,4535 

0,4545 

1.7 

0.4554 

0.4564 

0.4573 

0,4582 

0.4501 

0,4593 

0,4606 

0,4616 

0.4625 

0.4633 

1.6 

0.4641 

□ ,4643 

0,4656 

0,4664 

0.4671 

0,4673 

0,4666 

0.4693 

0.4699 

0,4706 

1,9 

0.4713 

0,4713 

0,4726 

0.4732 

0,4738 

0.4744 

0.4750 

0.4756 

0.4701 

0,4767 


tcionrjnu'a) 
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z 

0,00 

0,01 

G.D2 

0,03 

0,04 

0,05 

0.06 

0,07 

o,cs 

0,09 

to 

0,4772 

0,4773 

0,4763 

0.47S8 

0,4793 

0,4790 

0,4003 

0,4008 

G.4&12 

G.4S17 

2,1 

0,492! 

0.4826 

0.4630 

0,4804 

0.4333 

0,4842 

0,4346 

0,4350 

0,4354 

0,4857 


0,4861 

0^964 

0,4863 

0,4871 

0,4 S75 

0.4873 

0,4801 

0,4334 

0,4887 

0,4890 

2.3 

0.4993 

0.4999 

0.^4896 

0,490 1 

Q,4S0fl 

0.4906 

0.4909 

0.4951 

0,4913 

0,4916 

24 

0,491 e 

0,4920 

0,4923 

0.4925 

0.4927 

0.4929 

0.4935 

0,4-532 

0.4934 

Ü,4S36 

2,5 

0,493S 

0,4940 

0,4941 

0.4943 

0,4945 

0,4946 

D.4943 

0.4949 

0,495 1 

0,4952 

2,6 

0,4953 

0,4955 

0.4956 

0.4957 

0,4959 

0.4960 

0.4 96 T 

0.4962 

D.4963 

0,4964 

Z7 

0.4965 

0,4966 

0,4967 

G.4968 

0,4969 

0.497Q 

0,49 71 

0,4972 

0,4973 

0.4374 

tB 

0,4974 

0,4975 

0.4976 

0.4977 

0.4977 

0.4975 

0,4979 

0,4979 

0,4930 

0,4931 

2,9 

0,4991 

0,4902 

0,4982 

0.4 9S3 

D.49S4 

0.49&4 

0.49B& 

0.4965 

0,4036 

0,4986 

a,a 

0,4997 

0.4987 

0.4967 

0.4909 

0.4988 

0,4989 

0,4989 

0,4939 

0,4050 

0,4990 


Tabela 2. Osstríbuicáo de y 2 



\a 

(.i 

0,S95 

0,990 

Q.975 

fl.,95 0 

Ú£Ú0 

0750 

040(3 

0,7-30 

0,1 GO 

0,050 

0,325 

0.010 

O.O0S 

t 

u U'.xirj 

Ü.OOOfi 

0.0010 

0,&Q39 

Q.OlSÍ. 

OJOS 

0455 

1:32 

2,71 

3.B'I 

£,0P 

D.f¿) 

?.6B 

2 

[Xínáo 

O.KIOI 

Q.QDOG 

0, T03 

0,21 r 

0.575 

1,39 

2.77 

4.61 

S,99 

7,33 

9,21 

10,6 

3 

U Ü-717 

0,115 

0,210 

0.35E 

0.5&4 

1.02T 

2 r 37 

4.1 S 

&J5 

7.6í 

0.25 

11.3 

12.S 

4 

020 7 

0,£97 

D,4B4 

0,711 

1,06 

1.32 

3 r 3G 

6.35 

7.7S 

5,49 

11.1 

13.3 

14.9 

5 

0,41£ 

0.554 

0.331 

1,15 

1,61 

2.Ú7 

4.35 

G.S3 

9,£4 

11,1 

12,5 

1 5, 1 

1é,7 

Q 

□ 67* 

0,672 

1,24 

t,64 

2,20 

3,46 

535 

7.54 

10,5 

12.C- 

14,4 

16,£¡ 

10,5 

7 

0.939 

1.24 

1.99 

?,17 

£,sa 

4 25 

5..3S 

0,64 

12,C 

14,1 

l&.O 

lS r 5 

20,3 

B 

13* 

I.Etó 

2,15 

2,73 

3.49 

5,07 

7,34 

10,2 

!3 r * 

15,5 

17.5 

20,1 

37,0 

9 

i.73 

2.09 

£.70 

3.33 

4.17 

5.3C 

£,3* 

11.4 

-4.7 

10,9 

19,0 

21,7 

£3.6 

10 

£.15 

£.66 

a.a 

3.S4 

4,37 

0,74 

9,34 

12.5 

16.0 

13,3 

20.5 

23.2 

25,2 

11 



:1.K- 

4.57 

5.55 


10,3 

Vd.7 

17 3 

15,7 

Í-1.Í 

2*,; 

26,8 

12 

3,£)7 

3.57 

4.41) 

S,25 

6.30 

fi,4J 

11,3 

kb 

■a.5 

Í1,D 

22,2 

25,2 

2&,2 

13 

3,57 

<11 

5,01 

O.éO 

7,04- 

D.30 

13,3 

16.0 

10.0 

22,<i 

£4,7 

■¿7,7 

25,3 

54 

4,07 

*íi6 

5.03 

6.57 

7.79 

10,2 

13.3 

t7.l 

21.1 

2-9.7 

26.1 

25.1 

31.3 


{continua) 
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{óóhtinuagáo) 



Ü.995 

0.990 

0 r 975 

íf^ed 

0,500 

0,750 

□.500 

0,250 

O.lOd 

0,050 

0,025 

O.ólü 

0.005 

15 

4.SÚ 

5,2íi 

6.23 

7.2E 

a.ss 

il.O 

14.fi 

16,2 

22,3 

25,0 

27,5 

30,6 

32,3 

'íf 

5.i4 

5,60 

6/91 

7.96 

S.3! 

1 Vfl 

T5J 

19,4 

23,5 

263 

2B.4 

32,0 

34.3 

t7 

5.7C' 

6.4< 

7,5fi 

a,E? 

10,1 

i 2 .a 

TE,3 

20,S 

24,3 

27J6 

30,7 

53,4 

35.7 

T8 

p> 

rj- 

7,Q l 

6 33 

$,39 

10.9 

T3.7 

17,3 

?T,a 

2S,0 

20,1 

31,5 

34.B 

$?J2 

19 

o.B4 

/.63 

&,ai 

1G.1 

lt.,7 

14,6 

10,3 

22,7 

272 

30.1 

32,3 

36,2 

243 5 

so 

7, £ 1 

S.3B 

G.KG 

10,9 

T2 r 4 

Í5.5 

19,3 

23,4 

2fl h 4 

31,4 

34,2 

37.6 

40,0 

21 

B.Ú3 

ñ.M 

10,3 

H.6 

137 

15,3 

29,3 

24,9 

29/8 

32.7 

35,5 

3E.9 

41.4 

22 

B.M 

954 

T1.0 

12.3 

l 4.9 

172 

21.3 

20.0 

30,0 

33,9 

36,3 

40.5 

42,0 

23 

9.7E 

10.2 

T1,7 

13.T 

ts.g 

I3.i 

22.3 

27.1 

32 .-0 

35.2 

3fl,l 

41,3 

44.2 

24 

9.89 

’0,n 

12,4 

i3.S 

15.7 

19.0 

233 

282 

33.1 

36,4 

,29.4 

43.0 

45.6 

£5 

10Í 

11.5 

ia r t 

14 ■£ 

ifi,5 

19,9 

?¿3 

?fl3 

34, i 

37,7 '4D-.6 

44,3 

4(3 fl 

2S 

n.2 

12.2 

13j8 

15,4 

17,3 

?o.s 

25,3 

30.4 

35,& 

33,9 ;.4 1 fi 

45,6 

.16,3 

27 

u.a 

12.9 

14,6 

1fiw2 

i&,1 

21,7 

26,3 

31,5 

36,7 

40.1 

43,2 

¿7.0 

4fl.6 

23 

12.G 

T3.G 

15,3 

16,9 

19,9 

22J 

77,3 

32,5 

97,S 

4l£ 

44,5 

4S.3 

51,-Ü 

29 

t.3,1 

1 a.s 

14.3 

Ifi.Ú 

T7.7 

T9.6 

23 /6 

20/3 

33.7 

39,1 

^2:6 

4S.7 

49.6 

32:5 

30 

15.C 

t6.fi 

19.5 

20.S 

745 Í29.3 

34,0 

40,3 

¡43.B 

47,0 

SO.fl 

53,7 


Para $ > 30 usar a aproxtrnagáo; = t,- ± ■+ V 2(p - 1 j 


Tabeia 3, Distribui^áo de F de 
Snedecor u - 5% 



f\9l 

1 

2 

3 

4 

5 

G 

7 

8 

9 

10 

20 

30 

120 

V0 

1 

rtíl 4 

193 5 

215,7 

224.B 

230,7 

234.0 

336,3 

230:9 

J>40,5 

24-9 

240,0 

250.1 

253.3 

254.3 

2 

18,51 

i 9.00 

19.16 

:&,25 

19.30 

19,33 

15.35 

10.37 

W.38 

19 40 

vfl,.;S 

!94e 

1ÍJ.4A 

lfl.50 

3 

10,1.3 

9 55 

9.2B 

G,12 

90i 

&;ím 

5.99 

B.0i 

&.3i 

0.70 

B,66 

B.E? 

3.55 

0.53 

4 

7,7i 

6 D4 

B,£3 

6.39 

62$ 

5.1B 

&,tra 

5,04 

6.00 

5,9G 

S.BÜ 

5,75 

5.66 

5.63 

5 

É.Sl 

5,79 

5.41 

S.lfl 

5 05 

e.95 

4.65 

4,B2 

4,77 

4 /S 

4,56 

4,50 

4 40 

4.36 

s 

5,90 

5,14 

4,76 

453 

4 39 

4.26 

4,21 

4,15 

4.10 

4.05 

3,37 

3,01 

3 70 

3,67 

7 

5,53 

4. ?<1 

4^5 

4.12 

3.97 

3,07 

3,70 

3,73 

3.6B 

3.S4 

3.44 

3,36 

3J27 

3:£3 

8 

5,32 

4£ 

4j&7 

3,#4 

9,69 

3,5S 

3,50 

3,44 

3,39 

3,35 

3,15 

3,&fl 

2,fl7 

2.32 

3 

5/2 

4.26 

3.ee 

$$$ 

3.40 

3.37 

3,29 

3.23 

3.’B 

3,14 


2.66 

2,75 

2,7t 
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■ifc 
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7 

8 
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20 

30 

120 

- 

10 

■5.9G 

-4,10 
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3 71 
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3,45 

3:33 

3,22 
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3.07 

3.C2 

2,c¡a 

7,7? 

270 

2,50 

2,5® 

T1 

h ,S4 


3..5Q 

3,36 

320 

3,00 

3,01 

2,95 

2,90 

7.95 

2,65 

2.S7 


2,40 

12 


3 BS 

3 .10 

£.36 

3,11 

3,00 

2.90 

2.S5 

?,ao 

175 

2^4 

2.47 

3.34 

2.30 

13 

¿.57 

3 <01 

3:¿1 

fl,1S 

3.0H 

2,92 

2.33 

2,77 

?.t 1 

2.67 

£.¿6 

£.50 

7 ; Z5 

2.21 

14 

¿.fiü 

3 ?H 

3,34 

311 

2,90 

2,85 

Z.7B 

7,70 

2,65 

2jBÓ 

Í.Sü 

3,3i 

27 0 

2,13 

15 

fl 

LT 

Jl 

3 00 

3,?3 

3,00 

?J90 

2.79 

Z7i 

Z.64 

1,59 

2 54 

2.39 

a,ss 

2.11 

2,p7 

T6 

¿ ¿9 

o.tífi 

3.74 

a,ü i 

Í.JÍ5 

1,74 

2.66 

2.59 

; j 54 

2.49 

?M 

?,T7 

2.C6 

2,0i 

17 

a 45 

i ír3 

3.20 

7.SS 

z.ai 

2,70 

2.61 

2>5 

2,-15 

7.45 


2,15 

?,ni 

1,9Fi 

18 

4.41 

3.-Í5 

3,ie 

3;33 

2,77 

2,66 

2.53 

1,51 

3.4B 

2,41 

?,iy 

1,11 

i,97 

i,DZ 

19 

4.3B 

3,52 

3 13 

2.93 

2,74 

;> ñ3 

7.54 

240 

2.4? 

2.3Ü 

2.16 

2.Ü? 

1.93 

* 90 

23 

4,35 

3,49 

3.1CI 

3.07 

5.71 

2 £0 

2,5i 

2.45 

í,as 

2,05 

2? 

3.04 

1.90 

1,a4 

21 

4.32 

3.4? 

3,07 

2.0 i 

F.55 

2,57 

2,43 

2.42 

í.3.7 

2,02 

?.'Ü 

wi 

T.B7 

1,3'. 

22 

¿.3Í' 

a.4rt 

4,05 

2;B7 

; j 6fi 

£,£5 

2,.icf 

£.40 

7.34 

2.30 

2 0? 

■ iJfl 

1,64 

1,7Í 

É3 

4.Z0 

3.4? 


Z.09 

164 

2 r 53 

2.ÍÍ 

2,37 

?,3? 

íü’ 

£.05 

',9É 

1,111 

1.7B 

2¿ 

4.^6 

3 4d 

3.0- 

Í.'/A 

7.63 

2.61 

?42 

2,36 

2.3Í3 

2,25 

?,03 

1,94 

1.79 

1,73 

30 

4.17 

3r.SS 

3.92 

} £? 

2:53 

2,4? 


Z?'t 

231 

2. U: 

1,93 

T-.B4 

1.66 

1,&? 

40 

4,ca 

3Í3 

?.H-i 

2.6i 

2,45 

2.34 

221 

270 

2.l£ 

p.ua 

1.&4 

1,74 

1.50 

1.51 

eo 

4,üd 

3.15 

?,7Ü 

;■ 5n 

?07 

2 35 

£ W 

2.10 

3,04 

’.Bü 

1,71 

1,95 

1.47 

1,22 

120 

S,-P? 

3,0? 

?,&5 

?*ív 

3:35 

2.1 7 

?oy 

707 

1.96 

1,91 

1,56 

1,5$ 

1.35 

125 

ló 

S.íl4 

3,00 

2.fi0 

; j .í 7 

2:23 

2 10 

2.01 

E 1 

i 34 

i 69 

1 03 

1.57 1.46 

1.22 

1.00 


Tabela 4* Dístribüígáo í óe Student 



\. f i 

<l> \ 

0,50 

ü f 25 

0.10 

0,05 

0, 025 

0,01 

0,005 

1 

1,00.000 

2,4742 

6,3138 

12.7DS 

25.542 

63,657 

127.32 

2 

D,fít65Q 

1 .G036 

2.9200 

4.3127 

6,2053 

9,9248 

14,Q59 

3 

0.76439 

1,4226 

2,3534 

3.1B25 

4.1765 

5,8409 

7,4 533 

4 

0,74070 

1,344-4 

2.131B 

2,7764 

3,4954 

4.604] 

5.5976 
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5 

6 

7 

S 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

2B 

29 

30 

40 

60 

:--í ' 

12í 

PP 


ÍCQPtinuagao} 


0,50 

0,25 

D t 10 

0,05 

0, 025 

Ü T 01 

0,005 

0,72669 

1,3009 

2.0150 

2.5706 

3,1634 

4.Q321 

4,7733 

0,71 756 

1,2733 

1,9432 

2.44G9 

2,9687 

3.7074 

4,3168 

0.71114 

1,2543 

1.3945 

2,3646 

2,8412 

3.4995 

4.0293 

0.70639 

1,2403 

1.6595 

2.3060 

2,7515 

3,3554 

3.8325 

0,70272 

1.2297 

1.8331 

2.2622 

2.6850 

3,2498 

3,6897 

0.69981 

1,2213 

1.8125 

2,2281 

2,6330 

3,1693 

3.581*1 

0.69/46 

1,21-45 

1,7959 

2.2010 

2,5931 

3,1058 

3.4966 

0.69548 

1,2069 

1.7823 

2,1788 

2,5600 

3,9545 

3 r 4234 

0,69384 

1,2041 

1,7709 

2,1604 

2;5326 

3.0123 

3.3725 

0,692 

1,2001 

1,7613 

2.1448 

2,5096 

2,9768 

3 r 3257 

0.69120 

1,1987 

1.7530 

2.1315 

2,4399 

2,9467 

3.2860 

0,69013 

1,1937 

1,7459 

2.11S9 

2,4729 

2,9208 

3.2520 

0,63919 

1.1910 

1J396 

2,1098 

2,4581 

2,8982 

3,2225 

0,68837 

1,1887 

1,7341 

2,1009 

2,4450 

2,3784 

3.1966 

0.63763 

1.1866 

1,7291 

2.0930 

£.4334 

2,8609 

3.1737 

0.68696 

1,1348 

1,7247 

2.Ü860 

2,4231 

2,0453 

3,1534 

0,68635 

1,1831 

1,7207 

2,0796 

2.4138 

2,0314 

3.1352 

0.68580 

1,1816 

1,7171 

2.0739 

2,4055 

2,6188 

3,1188 

0,63531 

1.1802 

1,7139 

2.0687 

2,3979 

2,8073 

3.1040 

0,68485 

1,1789 

1,7109 

2,0639 

2,3910 

2,7969 

3.0905 

0,68443 

1,1777 

1.7081 

2.0595 

2,3846 

2,7374 

3.0782 

0.63405 

1,1766 

1.705$ 

2.0555 

2,3788 

2,7787 

3.0669 

0,68370 

1,1757 

1.7033 

2.0518 

2.3734 

2,7707 

3,0565 

0.63335 

1,1748 

1,7011 

2.0484 

2,3685 

2,7633 

3.0469 

0.63304 

1,1739 

1,6991 

2,0452 

2,3638 

2,7564 

3.0380 

0.68276 

1,1731 

1.6973 

2,0423 

2,3596 

2,750D 

3,0298 

O.BSG'SS 

1.1673 

1,6839 

2,0211 

2,3289 

2,7045 

2,9712 

0.67S62 

1,1616 

1,6707 

2.0003 

2,2991 

2,6603 

2.9146 

Q.676S6 

1.1559 

1,6577 

1,9799 

2.2699 

2,6174 

2,B599 

0.67449 

1,1503 

1,6445 

1,9600 

2,2414 

2,5753 

2.8070 
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Tabela 5* Drgitos alealórfos 


Q3S91 

10461 

93716 

16894 

98953 

33555 

95554 

323BS 

59780 

09958 

1.?54€ 

73704 

92052 

46215 

15917 

S2643 

52831 

95819 

Ü6331 

19640 

59572 

66777 

39510 

35905 

85244 

24122 

66591 

27899 

06494 

03152 

61T 95 

30231 

92692 

61773 

22109 

30532 

21704 

10274 

12202 

94205 

03708 

97599 

75867 

20717 

82037 

48228 

63379 

85783 

47619 

87401 

SB&13 

19161 

41290 

67312 

74857 

71299 

23853 

05870 

Ü111B 

92784 

27954 

56909 

82444 

99005 

04921 

80563 

00514 

20247 

31 759 

45197 

33564 

60780 

48460 

35558 

15191 

90899 

75754 

60833 

25983 

01291 

78038 

70267 

43529 

06318 

38384 

55986 

66405 

88722 

56736 

66164 

87539 

0&823 

94813 

31900 

54155 

16818 

60311 

74457 

90561 

72840 

34677 

58300 

74910 

64.345 

19325 

45305 

07521 

61318 

3-1855 

14413 

59747 

67277 

76503 

34513 

39S63 

i 6520 

69676 

11654 

99893 

02101 

68652 

27376 

92862 

55666 

88445 


73231 

39528 

72484 

82474 

25593 

18065 

81616 

18711 

53342 

44276 

06253 

07586 

16120 

82641 

22020 

99413 

90767 

04235 

13574 

17200 

35159 

40108 

23193 

29593 

88627 

19121 

34414 

82157 

86887 

55087 

73503 

63439 

75363 

449B9 

16822 

£0330 

67049 

0&070 

93399 

45547 

10263 

79495 

04146 

52162 

90286 

37220 

91704 

30552 

04737 

21031 

15957 

4B545 

35247 

1S6T9 

13674 

26340 

75122 

11724 

74627 

73707 

73701 

92904 

13141 

32392 

19763 

25332 

699Q2 

63742 

7Q464 

22501 

13782 

94972 

11590 

62095 

36787 

41349 

19152 

00023 

12302 

30783 

74761 

36G24 

00867 

76378 

41605 

49431 

94450 

74284 

05041 

49007 

83436 

54158 

34243 

46978 

354B2 

11834 

75051 

93029 

47665 

64382 

31540 

60365 

94653 

35075 

33949 

70951 

B3799 

42402 

56623 

34442 

77544 

32960 

Ü7405 

36409 

83232 

63161 

19322 

53845 

57620 

52606 

D3534 

11220 

94747 

07399 

37408 
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79375 

95220 

01159 

63267 

f 0622 


26665 

55823 

47041 

86225 

59Sñ5 

49067 

66821 

41575 

49767 

20554 

91403 

96277 

J8257 

■ 

50016 

59404 

72059 

43947 

51600 

43S52 

42614 

29297 

01918 

20315 

25163 

34994 

41374 

70071 

14736 

65251 

99385 

41600 

11133 

07586 

36815 

66497 

63646 

78138 

66559 

64397 

48509 

23929 

27402 

45476 

9451 5 

15470 

4S355 

80651 

22596 

S3761 

20094 

98977 

74843 

93413 

143S7 

7375B 

06533 

28597 

20405 

51321 

60530 

45120 

74022 

84617 

72472 

44372 

15406 

65741 

14014 

05466 

16611 

T9241 

66063 

24S53 

84609 

58319 

15997 

03355 

60860 

29735 

61199 

67940 

55121 

29281 

59076 

10627 

50872 

00911 

98936 

76355 

00441 

58997 

14060 

40619 

20549 

32624 

68691 

14845 

46672 

61958 

65961 

73488 

41039 

55332 

17267 

20238 

34060 

39605 

23309 

10061 

59362 

95938 

74416 

53166 

35206 

99762 

93478 

53152 

67433 

35663 


48391 

31751 

57200 

68930 

05339 

31704 

80492 

99382 

14454 

04504 

04037 

30934 

47744 

07481 

83B28 

97616 

2288S 

40393 

27499 

98748 

59693 

78212 

16993 

35902 

91386 

01389 

70014 

15021 

60971 

11403 

07629 

37329 

33295 

10477 

65622 

43625 

13637 

37509 

14707 

93997 

11692 

05327 

02162 

83745 

22567 

25624 

95096 

67946 

16930 

33361 

6D873 

43253 

04145 

2036S 

07126 

06345 

80854 

09279 

41196 

37460 

92246 

00088 

77074 

66919 

3167B 

00008 

00890 

18002 

35352 

54131 

55306 

93126 

13464 

799S2 

68416 

58232 

41049 

84547 

46850 

52323 

47762 

46352 

33049 

69248 

93460 

07936 

11067 

96294 

14013 

31792 

93779 

52701 

08337 

56303 

373 í 5 

69616 

57275 

36398 

81304 

40585 

77100 

20357 

73156 

70284 

24326 

70943 

15633 

84324 

90415 

93614 

68029 

92594 

40297 

39904 

02115 

33374 

77613 

19019 

08152 

00080 

52972 

38688 

32480 

45134 

63545 
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Tabela 6. Valores de e -11 


M 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

3 

9 

0.0 

T .0000 

0.9900 

0.9S02 

0,9704 

0.3608 

0,9512 

0,9415 

0,9324 

0.9231 

0.9139 

0 r 1 

0.9043 

0,8958 

0,8863 

0,B78i 

0,8694 

0.Í56Ü7 

0,8521 

0,8437 

0.6353 

0.3270 

0 r 2 

0.8TB 7 

0.3106 

0 8025 

0,7945 

0,7866 

0,7783 

0,7711 

0,7624 

0.7558 

0.7483 

0,3 

0,74üa 

0.7334 

0.7261 

0,7189 

0,71TB 

0,7047 

0.6977 

Ü.69Ü7 

0.6839 

0.6771 

0,4 

0,6703 

0.6636 

0.6570 

0,55C5 

0.6440 

Ü.637S 

0,63)3 

0.5250 

0.6188 

0,6126 

0,5 

0.SÜ65 

0,6005 

Q r 5945 

0.5386 

0.5827 

0,5770 

0,57i2 

0.5655 

*’ - 

0.5599 

0.5543 

0,6 

0,5483 

0,5434 

0,5373 

0.5328 

0,5273 

0.5220 

0.5169 

05117 

0,5066 

0,5016 

0,7 

0.4966 

0.4916 

0.4S68 

0.4819 

0.4771 

0.4724 

0,4677 

0.4830 

0.4584 

D,4533 

0,3 

0,4493 

0.4449 

0,4404 

0,4360 

0,4317 

0.4274 

0.4232 

0,4190 

0,4148 

0,4107 

0.& 

0,4066 

0,4025 

0,3985 

0,3346 

0.3906 

0.3667 

0.3829 

0,3791 

0.3753 

0.3716 


M 

T 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 T 9 

-r 

10 

tf? 

0.36788 

0.13534 

o 

i 

<A 

0,01332 

0.006788 

0.002479 

-L-¿ _ 

0.0009)2 

0,00033.3 0.000123 

0,000045 
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Tabefa 1. Áreas de uma distribuicáo normal padráo 


Cada casa na tabela dá a proporgác sob a curva 
Inteira entre z = 0 e um vator positivo de z. As 
áreas para os vaíores de z negativos sáo obtídas 
por simetria. 



z 

0,00 

0,01 

0,02 

0,03 

0,04 

0,05 

0.06 

0,07 

0,08 

0,09 

0.0 

O.OOOD 

0,0040 

0,0030 

0,0120 

0.0160 

0,0199 

0,0239 

0.0379 

0,0319 

0.0359 

0 r l 

G,039S 

0,0433 

G.C478 

0,0517 

0,0557 

0,0396 

0,0636 

0.0675 

0,0714 

0.0753 

0,2 

0.0793 

0.0632 

0.0671 

0,0910 

0,0046 

0,0987 

0,1026 

0.1064 

ÜJ103 

0.1141 

0.3 

0,1170 

Ü.1217 

0.1255 

0,1293 

0.1331 

0,1368 

0,1406 

Q r 1443 

0.1480 

0,1517 

0,4 

0J554 

0.15S1 

0,162« 

0,1664 

0.1700 

0,1738 

0,1772 

0 r 1808 

0,1044 

0 r 1879 

0,5 

0.1915 

0.1950 

0.1936 

0,2013 

0.2054 

0.20 88 

0,2123 

0.2157 

0,2190 

0,2224 

o.s 

0,2257 

0,2291 

0.2324 

0.2357 

0.2369 

0,2422 

0,2454 

0,2488 

0.2517 

0,2540 

QJ 

0.2580 

0,2611 

0.2642 

0,2673 

0,2703 

ÉL2734 

0,2764 

0,2794 

0,2623 

0,2852 

D,8 

0.2381 

0..2910 

Ú.2939 

0,2967 

0,2995 

0,3023 

0,3051 

0,3078 

0,3106 

0.3133 

0.3 

0.3159 

0.3168 

□ .3312 

0.3238 

0,3264 

0.3289 

0,3315 

Ü.3340 

0,33G5 

0.3369 

1.0 

0,5413 

0.3438 

0,3461 

0.3435 

0,3503 

0 r 353l 

0,3554 

0,3577 

0,3599 

0,3621 

M 

0,3543 

0.3665 

0,3666 

0.3708 

0,3729 

0,3749 

0,3770 

0.3790 

0.3810 

0.3830 

U 

0,3849 

0.3669 

0.3S68 

0-3307 

0,3925 

0,3944 

0,3962 

0,3960 

0.3997 

0,4015 

1,3 

0,4032 

0.4049 

0,4066 

0.4032 

0,4099 

0.4115 

0.4131 

0.4147 

0,4162 

0,4177 

1.4 

0,4’92 

0.42G7 

0,4222 

0,4236 

0,4251 

0.4265 

0,4279 

0,4292 

0,4306 

0,4319 

1*5 

0,4332 

0.4345 

0,4367 

O.4370 

0.4332 

0 r 4394 

0,44.36 

0,4^10 

0,4429 

0.4441 

i,e 

0.44S2 

0.4463 

0,4474 

0.4434 

0.4495 

0.4505 

0,4515 

0,4525 

0.4535 

0,4545 

1,7 

0,4554 

0,4564 

0,4573 

0,4 582 

0.4591 

0.4599 
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69902 

63742 

73464 

22501 

33564 

60780 

48460 

85558 

15191 

1S782 

94972 

11598 

62095 

36787 

90899 

75754 

60833 

25983 

01291 

41349 

19152 

OD023 

12302 

80783 

78038 

70267 

43529 

06313 

38334 

74761 

36024 

Q0867 

76373 

41605 

55936 

66485 

88722 

56736 

66154 

49431 

94458 

74284 

05041 

49B07 

87539 

08823 

94313 

31900 

54155 

83436 

54158 

34243 

46978 

35482 

1681B 

60311 

74457 

90561 

72848 

11834 

75051 

93029 

47865 

64382 


34577 

583QD 

45305 

07521 

59747 

67277 

16520 

69676 

68652 

2737G 

79375 

95220 

33521 

26665 

59589 

4 9067 

20554 

@1409 

59404 

72059 

42614 

29297 

34994 

41374 

993B5 

41600 

66497 

63646 

48 509 

23929 


74910 

64345 

61318 

31855 

76503 

34513 

H654 

99893 

92352 

55366 

01159 

' . ' w? 

63267 

55823 

47641 

66821 

41575 

96277 

48257 

43947 

51680 

01918 

28316 

70071 

14736 

1TÍ33 

075S6 

7813S 

66559 

274B2 

45476 


19325 S154ü 

14413 79951 

39663 77544 

02131 63161 

53443 03584 

10622 48391 

36225 31704 

49767 04037 

50316 97616 

43852 59593 

25163 01389 

65251 Ü7629 

36815 43625 

64397 11692 

94515 25624 


60365 94653 

33799 42402 

32960 07405 

19322 53845 

11220 94747 

31751 57560 

38492 99382 

30934 47744 

22838 43093 

78212 Í0993 

70014 10021 

37329 33295 

16637 37509 

05327 82162 

95096 67946 


35075 

33949 

56623 

34442 

36409 

83232 

57620 

52606 

07399 

37408 

£8980 

05339 

14454 

0450*1 

07431 

83828 

27499 

9074B 

85902 

91386 

68971 

11403 

18477 

65622 

14707 

93997 

83745 

22567 

16930 

33361 
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15470 

48355 

38651 

22596 

83761 

20094 

93977 

74843 

S3413 

14387 

73738 

06533 

2BS97 

20405 

51321 

60530 

45128 

74022 

64617 

72472 

44372 

15486 

65741 

14014 

05466 

13611 

19241 

660B3 

24653 

84609 

58319 

15997 

06355 

G0860 

29735 

61199 

67340 

55121 

29281 

59076 

1B627 

90B72 

00911 

98935 

76355 

00441 

53997 

14060 

40819 

£9549 

32624 

63691 

14845 

46672 

01958 

65961 

73438 

41839 

55362 

17267 

202SS 

340S0 

39585 

23309 

T00S1 

59362 

95933 

74416 

53166 

35206 

93782 

93473 

53152 

67433 

35663 


Tabela 6. Valores de e ^ 


60373 

43253 

84145 

20363 

07126 

06345 

80854 

09279 

41196 

37480 

92246 

3Q088 

77074 

66919 

31678 

00003 

80890 

18002 

35352 

5413 i 

55306 

93123 

18464 

79932 

68410 

58232 

41849 

84547 

46650 

52323 

47762 

46352 

33049 

69248 

93460 

07936 

11087 

96294 

14013 

31792 

93779 

52701 

0S337 

56303 

87315 

69616 

57275 

36898 

81304 

48585 

77100 

20857 

73156 

70284 

24326 

70943 

15633 

34924 

90415 

93614 

68329 

92694 

48297 

39904 

02115 

33374 

77613 

19019 

88152 

0DQ8G 

52972 

3868S 

32486 

45134 

63545 


M 

0 

11 

1 

2 

3 

4 

5 

S 

7 

8 

9 

0.0 

1,0000 

0.9900 

0,9802 

0,9704 

0.9608 

0,9512 

0,9418 

0,9324 

0.9231 

0,9139 

tó 

0,0048 

0,8958 

0.8369 

0.3781 

Q,8694 

0,3507 

0,8521 

0.3437 

0,8353 

0,8270 

0,2 

0.6187 

0,8106 

0 r BÜ25 

0,7945 

0,7866 

0,7783 

0,7711 

0.7034 

0,7553 

0,7483 

0.3 

0,7408 

0,7334 

0,7261 

G,7tB9 

0,7118 

0,7047 

0,6977 

0,6907 

0,6839 

0.6771 

0,4 

0,6703 

0,6636 

0,6570 

0 r 65ü5 

0,6440 

0.6376 

0.6313 

0,6250 

0,6138 

0,6126 

0,5 

0.6005 

0.6005 

0 : 5945 

0,5386 

0.5327 

0,5770 

0,5712 

0,5655 

0,5599 

0 ; 5543 

0,6 

0.5488 

0.5434 

0,5379 

D,532G 

0,5273 

0,5220 

0,5169 

0,5117 

0.5066 

0,5016 

0,7 

0,4966 

0,4916 

0,4868 

0,4319 

D.4771 

0,4724 

0.4677 

0.4530 

9.45S4 

0,4538 

0,8 

0,4493 

0,4449 

0,4404 

0,4360 

0.4317 

0.4274 

0,4232 

0,4190 

0,41.48 

0,4107 

0.9 

0.4066 

0.4025 

0.3985 

0,3946 

0..390S 

0,3867 

0.3329 

0,379! 

0.3753 

0 ; 3716 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

p-u 

0.36785 

0.13534 

0.04979 

0,01332 

0,006738 

0,002475 

0,000312 

0.000335 

0,00012 3 
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CURSO DE ESTATÍSTICA 


Este texto reúne matéria essendal para cursos universiíários de Estatística, 
centrando-se no estudo das pfobabiiidades, inferénciae estatístíoa náo-paramé- 
trsca, 

Fruto de experiéncias vivenciadas na condügáo de cursos de Estatística para o 
3 R grau nas áreas de exatas e humanas, o livro traz farta exempiifioacio de 
apltcagóes do cálculo das probabilidades, modelos de distribuigóes de pro- 
babilidades, inferéncia estatística, técnicas náo paramétncas e análise da varián- 
da. 

Esta nova versáo, apés 15 anos de sua primeira ed¡£¿o E tem característícas 
eminentemente didáticas: detalhada exposigao, solugáo de exemptos e proposi- 
gáo de exercícios cujas respostas se encontram no final do livro 

Os quatro primeiros capítuios sio dedícados ao estudo do cálcuío das pro- 
babílidades. O capítulo 5 expoe, detalhadamente, a estatística descrttiva. Os 
capitufos 6 P 7 h 8 e 9 apresentam as distríbuigóes amostrais; amostragem f inter- 
valos de confianga e teste de hipóteses. As técnicas náo paramétrícas sáo 
destacadas no capítulo 10 e a anáfise da variánoia oonstítui o úitirno capítuio. 


NOTA SOBRE OS AUTORES 

JAIRO SJMON DA FONSECA é professor titular do Departamento de Adnninis- 
tragáo da FEA/USP, É co-autor de E$tatfstica apticada e Marketing, publicados 
pela Atlas. 

GILBERTO DE ANDRADE MARTÍNS é doutorem Adminástrapao pela FEA/USP. 
E professor do Departamento de Administragáo da FEA/USP, Fundagáo Santo 
André e IMES-SCS. E autor de Manual para el&borapáo de monografias e 
co-autor de Estatfstica apticada e Pnncfpios de estatfstica, publicados pela Atlas. 


APLICAQÁO 

Ltvro-texto para a disciplina ESTATÍSTJCA dos cursos de graduagáo em Admi- 
nistragáode Empresas, Economía. Contab¡lidade r Matemótica e Engenharia. 
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